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培养 基础 扎实 、 勇 于 创新 型 人 才 , 历 来 是 大 学 教育 的 一 个 重要 目标 . 随 着 知识 经 济 时 
代 的 到 来 ,这 一 目标 显得 更 加 突出 . 在 工科 大 学 教育 中 ,数学 课 既 是 基础 理论 课程 ,又 在 培 
养 学 生 抽象 思维 能 力 、 逻 辑 推理 能 力 、 空 间 想象 能 力 和 科学 计算 能 力 诸 方面 起 着 特殊 重要 
的 作用 . 为 适应 培养 21 世纪 工程 技术 人 才 对 数学 的 要 求 ,我 们 按照 原 国家 教委 关于 系列 
课程 改革 的 精神 ,多 年 来 在 数学 教学 改革 方面 进行 了 探索 ,取得 一 定 的 成 效 . 在 此 基础 上 ， 
编写 了 这 套 教材 ,其 中 包括 ;工科 数学 分 析 ( 上 下 册 ), 线 性 代数 与 空间 解析 几何 ,概率 论 与 
数理 统计 ,计算 方法 ,数学 实验 . 这 套 教材 是 参照 原 国 家 教委 1995 年 颁布 的 高 等 工业 学 校 
本 科 各 门 数学 课程 教学 基本 要 求 和 1997 年 研究 生 人 学 考试 大 纲 编写 的 . 为 满足 不 同 专 
业 , 不 同 层次 学 生 的 需要 ,这 套 教 材 适 当 增 加 了 部 分 内 容 , 对 学 生 能 力 的 要 求 也 有 所 提高 . 

本 教材 的 编写 力求 具有 以 下 特色 : 

1. 将 各 门 课程 的 内 容 有 机 结合 \ 融 汇 贯通 , 既 保证 了 教学 质量 的 提高 ,又 压缩 了 教学 
Ж. 

2. 重视 对 学 生 能 力 的 培养 ,注意 提高 学 生 基本 素质 . 对 基本 概念 理论 ,思想 方法 的 
病 述 准确 ,简洁 透彻, 深入 . 取材 上 , 精 选 内 容 , 突 出 重点 ,强调 应 用 ,注意 莫 定 学 生 创新 能 
力 的 基础 . 

3. 例题 和 习题 丰富 ,特别 是 综合 性 和 实际 应 用 性 的 题 较 多 ,有 利于 学 生 掌 握 所 学 内 
容 , 提 高 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 . 

4. 以 简介 和 附录 的 形式 为 学 生 展望 新 知识 留 下 窗口 ,以 开阔 学 生 的 视野 ,为 进一步 
拓宽 数学 知识 指出 方向 . 

本 教材 主要 由 哈尔滨 工业 大 学 数学 系 各 教研 室 教师 编写 . 东北 电力 学 院 , 黑 龙 江 科 技 
学 院 ,鞍山 师范 学 院 ,大 庆 石 油 学 院 等 学 校 的 教师 参加 了 部 分 章节 的 编写 工作 .哈尔滨 工 
业 大 学 数学 系 富 景 隆 、 杨 克 矶 、 曹 彬 、 威 振 开 、 莅 小 平 五 位 教授 分 别 审阅 了 教材 的 各 部 分 内 
容 , 提 出 了 许多 宝贵 意见 . 

由 于 编者 水 平 有 限 , 教 材 中 缺点 和 玻 泼 在 所 难免 , 妨 请 读者 批评 指正 . 


哈尔滨 工业 大 学 工科 数学 教材 编写 委员 会 
2000 年 5 月 
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第 一 章 n 阶 行列 式 


在 工程 技术 和 科学 研究 中 ,有 很 多 问题 需要 用 到 “行列 式 ” 这 个 数学 工具 . 本 章 主 要 讨 
论 如 下 几 个 问题 : 

1. 行列 式 的 定义 ; 

2. 行列 式 的 性 质 ; 

3. 行列 式 的 计算 ; 

4. 克 莱 姆 (Cramer) 法 则 . 


1.1 n MTIR 


1.1.1 全 排列 的 逆序 数 、 对 换 


为 了 给 出 阶 行列 式 的 定义 ,首先 介绍 全 排列 的 “逆序 数 ” 和 全 排列 的 “对 换 ” 

把 = 个 不 同 的 元 素 排 成 一 列 , 叫 做 这 ”个 元 素 的 全 排列 (简称 排列 ). n 个 不 同 元 素 的 
排列 共有 n! 种 . 例如 ,自然 数 1,2,3 的 排列 共有 六 种 : 

123, 132, 213, 231, 312, 321. 

为 了 方便 ,今后 把 自然 数 1,2,…，,n 视 为 ”个 不 同 的 元 素 的 代表 . 用 户 表示 这 ”个 
数 中 的 一 个 (i=1,2,…,n), 且 当 ij 时 pepa FE pipi р. XE 1,2, n 的 一 个 
排列 . 对 排列 pp…p., 我 们 把 排 在 р, 前 面 且 比 p, 大 的 数 的 个 数 1, 称 为 p. 的 逆序 数 ,把 
这 个 排列 中 各 数 的 逆序 数 之 和 

+++, 

称 为 这 个 排列 的 逆序 数 OON Op pn pa) 

逆序 数 为 奇数 的 排列 称 为 奇 排列 ; 逆序 数 为 偶数 的 排列 称 为 偶 排列 . 显然 ,排列 
12…n 的 逆序 数 为 0, 故 它 是 偶 排 列 . 今后 , 称 此 排列 为 自然 排列 . 

例 1 求 排列 23514 的 逆序 数 . 

解 ”在 排列 23514 中 ,2 的 道 序数 是 0;3 的 逆序 数 是 0;5 的 逆序 数 是 0;1 的 逆序 数 
是 3;4 的 逆序 数 是 1, 故 排列 23514 的 逆序 数 

1(23514) =0+0+0+3+1=4. 

在 一 个 排列 中 ,将 某 两 个 数 的 位 置 对 调 ( 其 它 数 不 动 ) 的 变动 叫做 一 个 对 换 . 两 个 相 
邻 数 的 对 换 称 为 相 邻 对 换 . 

定理 1.1 一 个 排列 中 的 任意 两 个 数 对 换 后 ,排列 改变 奇偶 性 . 

证 先 证 相 邻 对 换 的 情形 . 

设 一 个 排列 为 aa:…aiabb1b…b。, 对 换 a 与 6 后 ,排列 变 为 aiaz…ababbz…b BR, 

es 


经 过 此 对 换 后 ,a1 ,4a:，,… ,a,,b,b.，,… ,bm 的 逆序 数 并 不 改变 ,而 a,b 两 数 的 逆序 数 变 为 : 当 
a<b 时 ,a 的 逆序 数 增加 1, 而 的 逆序 数 不 变 ; 当 a>b 时 ,a 的 逆序 数 不 变 ,而 的 逆序 
数 减 少 1. 所 以 ,排列 aias…aabppibs…b 与 a14:…asbabib,…b。 的 奇偶 性 不 同 - 

再 证 一 般 对 换 的 情形 . 

对 排列 aw…asab…bwbc4…c, 做 m 次 相 邻 对 换 , 变 成 aa2…asabbib…bwc4…c,, 再 做 mm 
十 1 次 相 邻 对 换 , 变 成 aia2…a,bb1b…bnacic2*…c。 总 之 ,经 2m 十 1 次 相 邻 对 换 , 可 以 把 排 
Fl a, ***a,ab, buber cn 变 成 排列 a1…a,bb…bmacic2…c。， 所 以 ,这 两 个 排列 的 奇偶 性 相 
В.П 


1.1.2 n MIRKE 


行列 式 的 概念 来 源 于 对 线性 方程 组 的 研究 . 
设 二 元 线性 方程 组 
ant Faz =b 
| о 
any Tanzi =b, 
其 中 anan—anan#0. 
现在 讨论 方程 组 (1) 的 求解 公式 . 对 (1) 作 加 减 消 元 得 
(anwaz—anan)ri=baxz—awb:, 
(anax—awan)z | ар bhan. 
由 апаз: —а124190,18 
(2) 


式 (2) 就 是 方程 组 (1) 的 求解 公式 . 但 式 (2) 不 易 记忆 ,因而 有 必要 引进 新 的 符号 表示 式 
(2). 
设 anvasvasmyaz 是 四 个 数 , 称 代数 和 auaz 一 aa 为 二 阶 行列 式 , 记 作 


an a 
=anaz aa. 
an ax 
称 a(i,j 二 1,2) 为 这 个 行列 式 的 元 素 .a; 的 两 个 下 角 标 i,j 分 别 表示 a 所 在 的 行 和 列 的 
me. 
对 线性 方程 组 (1), 记 
Em а £ 
D= =anax=—awans0, 
an а 
_|% аш ар " 
D, b cda d: — 1:5: 
an b 
D,— —aub;— bans 
а 2 
则 式 (2) 可 写成 


+2. 


D, 
z =: 


D 
те 
cB 
例如 ,对 线性 方程 组 
pop 
—nin-l 
由 于 
3 5 Е 
D |: заах D=11#0, 
»-| 站 -lx2-sxa=- 
т=з” 5х1=—3, 
3 1 
D; Ё [| =sxe-ıx =4. 
所 以 
为 了 得 出 关于 三 元 线性 方程 组 


апху+ах:+ауту==В, 
ER 
алт. asi Fast, =b. 
的 类 似 解 法 ,我 们 引入 三 阶 行列 式 . 称 
ац аш аз 
4n 4n 4n 


аһ 4x as 


=anaxnas Haranas Hanana — ananas — 4102105) — 41022031 (3) 
为 三 阶 行列 式 . 
例如 
304 
112 
2.140 


—3X1X0--0X2X2-FAX1X1—3X2X1—0X1X0—4X1X2 
-—10. 
利用 三 阶 行列 式 , 可 以 把 一 类 三 


线性 方程 组 的 解 表 达成 简洁 的 形式 . 例如 , 设 方程 组 
+aiaTstasTs=b 


Ani anritánzr,—b. 


aT ds; 72-4337: =b. 


的 系数 行列 式 


а ax as 
D= lan an an|#0, 
аһ аз аз 
记 
b, аз as 
Dı= |b; an : 
bı an an 
an b as 
Dı= lan b: : 
an b an 
аа an b 
an an б 
则 该 方程 组 的 解 为 
D, D; D, 
asp’ х=, 石 一 万 . 


由 三 阶 行列 式 的 定义 容易 看 出 : 

1. 式 (3) 等 号 后 共有 3! W. 

2. 式 (3) 等 号 后 的 每 一 项 丛 是 三 个 元 索 的 乘积 a1,,a:,,a3s,. 如 果 将 行 指标 按 自然 次 序 
排 成 123, 则 这 三 个 元 素 的 列 指标 排 成 puppi EE 1,2,3 的 排列 . 因此 ,等 号 右边 恰好 
是 所 有 位 于 不 同行 .不 同 列 的 3 个 元 素 之 积 的 代数 和 

3. 式 (3) 等 号 后 各 项 的 正 负 号 由 列 指标 排列 的 奇偶 性 决定 (此 时 行 指标 按 自然 次 序 排 
列 ). 对 应 的 列 指 标的 排列 分 别 是 123,312,231 时 ,它们 都 是 偶 排列 , 取 正 号 ;对 应 的 列 指 
标的 排列 分 别 是 132,213,321 时 ,它们 都 是 奇 排列 , 取 负 号 . 

至 此 ,可 将 行列 式 的 概念 推广 到 ВГ. 

定义 1.1 设 必 个 数 , 排 成 行列 的 数 表 

e ап * а. 


an an °“ а 


a) 


4a as 7 a, 
其 中 ww 是 第 : 行 第 了 列 的 数 ( 称 为 元 素 )， 每 取 由 1 至 ”的 一 个 排列 piper p. Ë n TOUR 
amvasay…am. 的 乘积 ,并 冠 以 符号 (一 1) ,而 得 到 一 项 
CIVA ap a3, чаль, 


这 样 的 项 共有 n! 个 . 称 这 n! 项 的 和 为 与 表 (4) 相 对 应 的 ” 阶 行列 式 , 记 作 
T 


= X tetas as mau > 


[m 
其 中 2” 是 对 所 有 阶 排列 p papi p. 取 和 .也 可 把 行列 式 简 记 作 人 (a). 

因此 , 表 (4) 所 对 应 的 行列 式 是 л! 项 的 代数 和 . 这 些 项 是 一 切 可 能 的 取 自 表 (4) 的 不 
同行 ,不同 列 的 个 元 素 的 乘积 . 其 一 般 项 为 aan, an, pipe p. 是 个 奇 排列 时 ， 
此 项 取 负 号 ; 当 piper p, 是 个 偶 排列 时 ,此 项 取 正 号 

由 定义 可 知 


аһ ar 
=апап anan s 


4n ан 
这 与 前 面 的 定义 是 一 致 的 . 

当 n=1 时 ,一 阶 行列 式 |a| 二 a, 不 要 与 绝对 值 记号 混淆 - 

显然 , 若 行列 式 刀 的 某 行列) 的 元 素 全 是 零 , 则 一 般 项 criazrs* 
为 零 (参见 推论 1.3). š 

@ 2 证 明 四 阶 行列 式 


an ар аз an 


一 0, 故 此 行列 式 


0 an аз ax 
0 0 аз а, тенин 
0 0 0 а. 
证 “这 是 一 个 四 阶 行列 式 ,在 展开 式 中 应 有 4! = 24 项 . 但 在 每 项 乘积 anaxwawaw, 
中 ,只 要 有 一 个 元 素 等 于 零 ,乘积 就 是 零 ,所 以 只 需 计算 乘积 中 不 出 现 零 的 项 . 由 于 第 4 
行 中 元 素 除 了 au 外 都 是 0, 故 只 须 取 p= 4, 3 行 元 素 除 了 awwas 外 都 是 0, 现 已 取 p= 
4, 故 只 须 取 p. 3. 同 理 ,只 须 取 户 一 2, 户 一 1. 于 是 这 个 行列 式 的 展开 式 中 不 为 0 ЮЖ 
积 只 可 能 是 snasasast， 而 排列 1234 的 逆序 数 是 0, 所 以 这 一 项 所 带 的 符号 是 正 的 . 因 


此 ,该 行列 式 等 于 anananau 0 


同 理 可 以 证 明 
аһ an an а 
0 an аз аһ 
0 0 ay c аһ}=апашта 
оо 0 = a 


这 种 主 对 角 线 (从 左上 角 到 右 下 角 这 条 线 ) 以 下 (上 ) 的 元 素 都 是 0 的 行列 式 ,叫做 上 
(下 ) 三 角 行 列 式 . 类 似 地 


.5. 


(DFP ayar 


е Da a „зө a, 
在 行列 式 的 定义 中 ,为 方便 ,我 们 将 ”个 元 素 的 行 指标 按 自然 次 序 排列 .事实 上 , 数 
的 乘法 是 可 交换 的 ,因而 这 个 元 素 的 次 序 是 可 以 任意 排列 的 . 一 般 地 ,n 阶 行列 式 中 的 
项 可 以 写成 
амаа 6) 
JEP hiai M уге). E een 的 两 个 排列 .利用 定理 1. 1 可 以 证 明 ,n 阶 行列 式 
中 ,项 (5) 前 面 的 符号 等 于 
C+ 
特别 地 ,项 amnanz…anw 前 面 的 符号 等 于 (一 1) 
成 


,于 是 nn 阶 行列 式 的 定义 又 可 以 写 


ац ар Ut аһ 


Qn an + an 


= M (7 D^ ^a, ay se (6) 


lan ад an| 
我 们 定义 的 行列 式 中 的 元 素 是 数 ,事实 上 ,可 以 将 其 推广 成 元 素 是 某 些 其 它 数学 对 象 
的 情形 . 例如 ,可 以 同样 地 定义 元 素 是 多 项 式 的 行列 式 . 


1.2 nn 阶 行列 式 的 性 质 


设 
记 
jas as c اسه‎ 
BD D' 是 这 样 得 到 的 :把 D 中 第 i 行 作为 D' 的 第 i 列 . 这 就 是 说 D' 的 第 i 行 第 j 列 处 的 
TREA DWA j 行 第 i 列 处 的 元 素 - 


жр 为 行列 式 D 的 转 置 行列 式 . 
6+ 


性 质 1. 1 行列 式 与 它 的 转 置 行列 式 相等 . 

证 记 刀 =ajvi,j=1,2,…,n, 则 由 式 (6) 可 得 
b: br e bu 
bn bn *“* ban 


D= 


bn бы +" bum 
= E DAE A bp bop, bar, 
БУШ КАЛИ 
=р. 
性 质 1. 1 表明 ,对 于 行列 式 而 言 ,关于 “ 行 "成 立 的 性 质 ,对 于 “ 列 " 也 同样 成 立 ,反之 亦 
A. 
性 质 1.2 互 换行 列 式 的 两 行 ( 列 ) ,行列 式 变 号 . 
证 设 行列 式 
an ax 
4n ax 


р= 


аы as *" 


其 中 D 是 交换 D 的 i,j 两 行 得 到 的 , 即 当 A 天 1 BE o, mais, mau boa, 于 是 
(FRM i<j) 


D, = 22 (SDA p bb, b, 


E 


= DJ (SDAA a, 
n 为 自然 排列 ,由 定理 1. 1 知 


(tht) e o (m perm, 


р? 


ш De- D) cavete apan an an =D. D 
推论 1.1 如 果 行 列 式 有 两 行 ( 列 ) 完 全 相同 , 则 此 行列 式 为 零 . 
性 质 1.3 


an an е an| фа an = an 


kaa kan … ka, =klaa az а, |. 


{аа аа с а | ал аа Ut a, 
这 就 是 说 ,行列 式 一 行 的 公 因子 可 以 提出 去 ,或 者 说 以 一 数 和 乘 行列 式 的 一 行 就 相当 于 用 
.7。 


这 个 数 乘 此 行列 式 . 
证 由 行列 式 的 定义 知 


kan kaa c kan 


[аа as c a, 
Ууу ОПРЕ 
= UIV ai Rip aii, tap, 


а dy Cod, 


=klan аз + aaj. 


an d c ам 


推论 1. 2 若 行列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 元 素 成 比例 , 则 行列 式 等 于 零 . 
推论 1.3 若 行列 式 中 有 零 行 ( 列 ) 则 此 行列 式 为 零 . 


性 质 1.4 
ац а а, 
an +a antaa an 十 al 
ал аз ص‎ dan 
an аш cn an| jan аш с" аһ 
= an аа an| + a'a aa а. 
Qa as < dej ај as a, 


这 就 是 说 ,如 果 行列 式 的 某 一 行 是 两 项 和 的 形式 ,那么 这 个 行列 式 就 等 于 两 个 行列 式 的 
和 . 而 这 两 个 行列 式 除 这 一 行 以 外 与 原来 行列 式 完全 相同 
利用 行列 式 的 定义 , 不 难 给 出 性 质 1. 4 的 证 明 , 请 读者 证 明之 (参考 性 质 1. 3 的 
W). 
性 质 1.5 
"T 


an an а. an 
M А 
ад+аа ал PA x а, "n i » 
ke o NES 


ап аһ 
аа din 
аз а 
аа LI 


这 就 是 说 把 行列 式 某 一 行 的 倍数 加 到 另 一 行 ,行列 式 不 变 . 


利用 性 质 1. 4 及 推论 1. 2 可 得 性 质 1. 5 的 证 明 . 

性 质 1. 3 性 质 1.4 和 性 质 1. 5 都 是 对 “ 行 " 令 述 的 ,由 
和 人 性质 1. 5 AFA ERE- 

利用 这 些 性 质 可 以 简化 行列 式 的 计算 为 清楚 起 见 ， 
rir (ec, ;行列 式 第 i 行 ( 列 ) 乘 以 &, 记 作 r, X k (ce, X< 


性 质 1.1 知 ,性 质 1.3、 性 质 1.4 


交换 行列 式 i,j 两 行 ( 列 ) , 记 作 
OHRA i 行 ( 列 ) 提 出 公 因 


+ k, ri + k ККЕ i f OD БЕ j 7 FY) E, ie fE 


ry hr Gj- ke). 


йз 计算 
1 2-3 4 
2 з — 
р= £r 
-1 —2 5 -8 
1 3 —5 шю! 
1 2 -—3 4 hn 2-—3 4 
rt Cn 
ж pem | 0-1 2 ci ene ci 2-1 
-1 -2 5 -8 о 0 2-4 
1 3 —5 10 0 1-2 6 
1 2-38 4 
ntin |0 -1 2 -1 
0 0 2 —4 
o о o 5| 
—1X(-DX2X5-—10. 
йз B 
a bà la с b| 
a b G|-a. |as c b|-b 
а b G las cs bs 
计算 


.9. 


ait2a, a,+2a, a,+2a, 


D=| b b, b |. 
G3 35 c;+3b,| 
解 
-— 42a, a;+2a, a,+2a, 
D 一 | b b bs 
e e су 
Ра 2a, 2a, 
E 
一 一 | 和 b 5 +], 5 
а 6 6 а с 
а d; ау а а 
性 质 1.3 
— b, ь\|+2)ь b: 
а 6 с а 6 
a b а aj b 
11 ў 
HELa b a tala o 
а, b ос, а, b, 
а 5 “ 
EM 1.2 rh & 
а, by [3 


=а—2Ь. 


一 般 地 , 阶 数 低 的 行列 式 比 阶 数 高 的 行列 式 容易 计算 . 因此 我 们 希望 能 把 阶 行列 
式 的 计算 转化 成 ”一 1 阶 行列 式 计算 . 为 此 引入 行列 式 的 余子 式 和 代数 余子 式 的 概念 . 

在 给 定 的 n 阶 行列 式 中 ,把 a 所 在 的 第 i 行 和 第 j 列 的 元 素 划 去 ,余下 的 元 素 按 原来 
的 排 法 构成 的 ”一 1 阶 行列 式 叫做 元 素 ww 的 余子 式 , 记 为 M,, 而 ov 的 代数 余子 式 是 指 A, 


-CDUM, 
例如 ,行列 式 
а 
а 
D= 

an 
а 

PER a;: 的 余子 式 和 代数 余子 式 分 别 为 


10. 


а 
аа 
аз: 


а 


an аз du an аз аң 


Mam an an anl, A= (~1) Mgg=— lan аз ам 


4a аз аң qa ав as 


下 面 讨论 将 阶 行列 式 转化 为 "一 1 阶 行列 式 计算 的 问题 . 

引 理 1.1 如 果 阶 行列 式 D PR i fr Pr fi TRE a 外 都 是 零 , 那 么 D 等 于 a 与 它 
的 代数 余子 式 4,, 的 乘积 , 即 D—a,A;. 

证 先 证 a 位 于 第 4 行 第 n 列 处 的 情形 ,此 时 


а а o LI 
n-.| FT 7 7" УУ leena as a 
а-ал asa ** Qelin 
0 0 om 
由 于 只 有 p=n 时 ,aw, 才 可 能 不 为 0, 于 是 


=a Mnr = ana Ann. 

再 证 一 般 情形 ,此 时 
an a, " a. 
an а a. m 
bed а-л di-ln 
D=|9 з a 0| an, as 

| 

очка бо ЖА Из иже уйш бар. 


0 с „с 0 | 


а "t arj- gi. 197 а а; 

<, i-i. t dag da. ee dii. iiy 
ETC e-o tn Vcl б-н 

[OL LL 

0 … 0 0 с 0 a, 


Say[ (1+2 My ]=a [DM] ajA I 
性 质 1.6 行列 式 等 于 它 的 任 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 与 其 代数 余子 式 的 乘积 之 和 , 即 
nane 


111 


D-aaAaasAadoauAsS: i=1,2," m; 


D=avAv+ayA@ +" аА» j=1,29 on. 


dij di É 

D- t ай " 

3 a S 
an an … an| jan ан ocn 
ا‎ р 
A accurata e 


iL 1.1 
ILI А +ааАа d аА 


DEDI 
DzayA,-FayAyV + аА.» 


称 性 质 1. 6 为 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 法 则 - 
例 5 计算 


JJ 一 1，2， 


J=1,2, on 


r y 0-00 
оху т 0 0 
р,= "DE 
ооо т ДЕ, 
у 0 0 0 = 

解 将 D, BOR 1 列 展开 得 
r у 0 0 0 y 
оох у 0 0 工 
D,-z|e 6 ee m m nmn +(C— y| 


一 六 十 (一 DY- 
例 6 计算 
„12+ 


аһ 


0 十 0 十 … 十 0 十 an 


# 按 第 1 行 展开 ,有 


26: ym | : 0 0 
e? i D Оч 


0.7.0 d € о .ї. 
—— 
2(n-1) 2(2-1) 


=adDr y C71) tttm pe D a, 
= (ad —bc) Ds. v 

由 此 递 推 可 得 
Day= (ав). Саа), 


b 
一 (ad 一 bo) ea | 
cd 
= (ad—bc)". 
例 7 证 明 范 德 蒙 (Vandermonde) 行 列 式 
1 1 % 1 
m m сот, 
p=|# = П a-z) 22) 
ж oap ai 
динен De tbt T . 


证 用 数学 归纳 法 . 由 于 
+13. 


1 1 - 1 
71—11 ,—0 =, T.I 
20-1) X(t; =z) oo 


0 ilan) абз) + зг.) 


按 第 1 列 展开 ,再 把 每 列 的 公 因 子 提出 ,得 


1 1 1 
ES z 
D,= G,—2) Gs —2)) G,—n) 
ap зр? a 


由 归纳 假设 得 
D,-G—z)G—z)G.—2), П rz)= H сао. 0 
serie is 
由 性 质 1. 6 可 得 下 面 的 性 质 1. 7. 
性 质 1.7 行列 式 任 一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 另 一 行 ( 列 ) 对 应 元 素 的 代数 余子 式 乘积 之 和 


等 于 0, 即 
anAntaznAnt аА 0, PE j=l 2n 
auAytasAyt "+asAy=0， iR ji j=l, enun 
证 不 妨 设 i<j, 对 行列 式 D= 人 (a), 考 虚 辅 助 行列 式 


jan с а e ay 
an аз an 

D= * 
am а а a, 


4 4 
第 i 列 Жу 


其 中 第 i 列 与 第 j 列 对 应 元 素 相同 , 故 D. =0. 显然 D, 与 D 的 第 j 列 诸 元 素 的 代数 余子 
ЖА As А, +, А. 把 Dı ЖЖ j 列 展开 得 
“и. 


DiayAyasAijt аА. 


所 以 
аһА,у+анАц+ + +a, A,.=0, ¿i#ji,j=1,2,--,n. 


类 似 可 得 
aaAacasAg cr anA,70, (Ej. Rjmel£eesa 0 
综合 性 质 1. 6 和 性 质 1. 7, 有 公式 
3 D Xi-j 
Bistum As bas As pntat, ر‎ 


> А„=алАл+ааАв+ ++ а„А, -[? Say 
A aA» =anAn Yass Ан 00 щы). 


1.3 (Cramer) N) 


行列 式 的 应 用 是 多 方面 的 .现在 ,应 用 行列 式 解决 线性 方程 组 的 求解 问题 . 在 这 里 
只 考虑 方程 个 数 与 未 知 数 的 个 数 相等 的 情形 ,至 于 更 一 般 的 情形 留 到 后 面 讨论 . 
设 有 含 个 未 知 数 ,n 个 方程 的 线性 方程 组 
anzi+asr, + HaT, =b, 
апт Hant: Hant, =b, (т) 


аалу+ашвх;+ + +a,r,=b,.. 


把 方程 组 (7) 的 系数 行列 式 记 为 D, 即 
"аһ 


аһ am +" аһ 


` а 


定理 1.2( 克 莱 姆 法 则 ) 如 果 线 性 方程 组 (7) 的 系数 行列 式 D 去 0, 则 方程 组 (7) 有 


解 ,并 且 解 是 唯一 的 ,此 时 
D, D. D, 
=D: аер “ op 


其 中 D,(j=1,2,…,n) 是 把 系数 行列 式 D 中 第 j IRTIRA D EAE RIE RE 


(8) 


后 得 到 的 阶 行列 式 , 即 
15° 


an c9 аша b ашы ©" an] 


` аыл br ам cH am 


j=1,2. (9) 


ал сб ашу б, ашы се аы] 


克 莱 姆 法 则 包含 三 个 结论 : 方程 组 有 解 ;G@ 解 是 唯一 的 ;@@ 解 由 公式 (8) 给 出 ЭЛЕ 
明 这 三 个 结论 ,只 须 指出 ; 

La-D. s=, ss n= ADBA ЫИ, 
LEE 


证 HA a=, id s 式 一 分 是 方程 组 (7) 的 解 . 即 


as Deas DE jt a Dub, G-1,2,7 0) 
考查 第 1 行 与 第 ;十 1 行 完 全 相同 的 "十 1 阶 行列 式 


b an аа … a, 
b аһ an c ax 
bs an an се аы, i=1,2, yn (10) 


aa 


b а 


—— 


b, аал 


所 以 将 式 (10) 按 第 1 行 展开 得 
0—b,D—a;Di—aaDs— "аР. 


即 


iD D. 0, =b, G=1,2,-",n) 


p'ep*'tep 
其 次 指出 ,假如 方程 组 有 解 , 它 的 解 一 定 是 式 (8), 设 n monec co TRE 
组 (7) 的 解 , 则 
aac aac; asc, mb; i=1,2, n 


。16。 


用 4n 乘 上 式 两 边 得 
Алаас Алаас Алаас = Аар i=1,2,---,n. 
将 这 个 等 式 相 加 得 
KGnAunFanAa t Fan Anci + (aAntanAnt 
ay Aser n Са An Fass An + +a, Aa). 
=bAn+bAn + AS 
由 性 质 1. 6 及 性 质 1.7 с, Ж Р, с.с t c, 的 系数 都 是 0. 再 由 (5) 式 知 bAn + 
如 ha 十 … 十 和 4 一 Di, 故 Dei=Di,c=D/D. 同 理 c=D:/D,c=DVD,…,c=D/D. 
这 就 是 说 ,如 果 nime r; =c," zc. 是 方程 组 (7) 的 解 , 则 必 有 с. = р,/р, с = D:D, 
ec=DV/D Û 
йв 用 克 莱 姆 法 则 解 线性 方程 组 
2у—31,+723=2 
Б 
—32, 12-2273. 


解 
1 -3 7 2 -3 7 
D=|2 4 -—3|-19060, Di=|-1 4 一 3|= 一 54， 
-3 7 2 gi f <F 
E 1 —3 2 
D=|2 -1 —3|=38, D=|2 4 -1|-8. 
— 3 2 — 7 3 
由 克 莱 姆 法 则 ,方程 组 有 了 唯一 解 : 
5427 _ 38 _19 80 _20 


n= 98’ 77196 98' PTI 49 
应 该 注意 , 若 线性 方程 组 (3) 无 解 或 有 多 个 解 , 则 它 的 系数 行 刘 式 必 为 0. 至 于 方程 组 
的 行列 式 为 零 时 ,方程 组 的 解 的 情形 我 们 将 在 线性 方程 组 一 章 中 一 并 讨论 . 


习题 一 


1.” 按 自然 数 从 小 到 大 的 自然 次 序 , 求 解 下 列 各 题 : 
(1) 求 1 至 6 的 全 排列 241356 的 逆序 数 ; 
(2) 求 1 至 2n 的 全 排列 13…(2n 一 1)24… (2n) 的 逆序 数 ; 
(3) 选择 i 与 j, 使 由 1 至 9 的 排列 91274156j 成 偶 排列 ; 
(4) 选 择 i 与 j, 使 由 1 至 9 的 排列 71i25j489 成 奇 排列 . 
2. 计算 下 列 行列 式 : 
Mme 


E 


| 9а 18 132153 320531 


а) [» 
26b 134|* 75284 75184| 
10 8 2 —ab ас ае 
(3) |15 12 3h (D | éd —ed de 
20 32 12 bf cf —ef 
z y = 
已 知 :| 3 0 2|=1, 利 用 行列 式 性 质 求 下 列 行列 式 : 
111 
r y c т+1 у+1 z+1 
а) |зт+з 3y 3z+2 (D |3 0 2 
z+2 yh c2 £ ва: 8 
用 行列 式 定义 计算 : 
1 o 1 ° 
2 0 0 0 
3 б D |+ з 
4 0 0 O 
5 | п 0 0 0 
用 行列 式 的 定义 证 明 : 
аһ as as ац Qs 
an an dn аң аһ 
а) |o о о au as|=0; 
0 0 as as 
0 0 as as 
an аг 0 
omm? ES 
аһ ax as aa 
aa dg da au 
计算 : 
a305 | d.d itd 
a 0 5 9 2 alo 211 
Doha 3| =š -14 4| 
оооа |-2 = 1 1 
12 3 n| 
a a 
-— 1 е ° 
z a 
(3) р,= " [m | о 1 
E + 1-1 о 0 


18 ° 


a 0 O "1 1 1 1 1 1 
0 a 0 0 1 —1 H 1 1 
(5 D.=|0 0 a … 0|;(6) D.=|1 1 1 1 


1 0 O а L i 1 一 1 
7. 证 明 
š Р a (а+1)# (а+2)# (a+3): 
ч Ë b+)? (+2): +3)? 
Q) |2a a+b 2 =G—b5s (2) |, й Й MIS 
tog cg G+): (+2? (+3)? 
Ф (d+1)° (d+2} (d+3): 
1 za 好 十 和 zi 十 和 ibtexbtendce| |1 on z л} 
m 1 z: +a 好 十 各 ra 十 名 citerior = 1 m т} a" 
l z-+a rTi+tbz+b, xtc terze; 1 5n riz 
1 nta, л{+һл+&, cibexbkencke| |1 x xi oxi 
8. 解 关于 未 知 数 z 的 方程 : 
z 1 2 a a zx 
а) |3 z—2 6 |=, (2) |m m m|=0, (50). 
0 0 2-1 bor b 
9. 用 克 莱 姆 法 则 解 方 程 组 : 
5n +4r:=11 | n 
o | [D] m+5rn+6n =0 
бү z+5z, =0. 
10. E4 222,407,185 三 个 数 都 可 以 被 37 整除 . 不 求 行列 式 的 值 ,证 明 
222 
407 
185 
也 可 以 被 37 整除 . 
п. 计算 行列 式 : 
1 — 1 -1 zl 
10 -1 1» z-l | 
D-|1 -1 z+) -1 1 
1 — 1 — 1 
rtl -1 1 -1 1 
12. 证 明 :车 十 zz 十 zy 十 二 1, 则 


+19. 


код a T ET ET ааа) Ga Gn 0 Gs 


= zi = ii 
13. 证 明 
a —1 0 о 0 
а -1 0 0 
a 0 z = 0 0 
Or d Tar! baut + Fant Fani 
E 90. z 一 1 
a 0 0 0 or 
2. 1 0 0 
1 2 1 0 
Q |o 1 2 = 0 0|=ntl; 
000…1 2 
la 1 1 
1 l+a 1 1 Ë 
(3) ` oa 2} Iason. 
1 1 1 … 1+a。 


М. 设 /(z) 是 一 个 次 数 不 大 于 一 1 的 一 元 多 项 式 . 如 果 存在 ”个 互 不 相同 的 数 
ааз "за, (E 
f(a)=0,i=1,2, yn. 
试 证 f Gr) =0. 
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第 二 章 БВ HM 


和 矩阵 的 概念 是 从 大 量 的 各 种 各 样 的 问题 中 抽象 出 来 的 . 这 些 问题 的 研究 常常 反映 为 
和 矩阵 的 某 些 方面 的 研究 ,有 些 表面 上 完全 没有 联系 ,性 质 完全 不 同 的 问题 ,归结 成 矩阵 问 
题 以 后 却 是 相同 的 . 这 就 使 矩阵 成 为 一 个 应 用 十 分 广泛 的 数学 工具 ,因而 也 就 使 矩阵 成 
为 线性 代数 的 一 个 极其 重要 的 研究 对 象 . 本 章 主要 讨论 以 下 几 个 问题 : 

1. 矩阵 的 概念 ; 
. 和 矩阵 的 运算 ; 
.可逆 矩阵 及 逆 矩 阵 的 求法 ; 
- 矩阵 的 秩 及 其 求法 ; 
- 初等 变换 与 初等 矩阵 ; 
- 矩阵 的 分 块 表示 法 ; 
.分 块 阵 的 初等 变换 . 


зо ي ي‎ = ф фе 


2.1 EEES 


和 矩阵 理论 是 线性 代数 的 基础 , 它 在 控制 论 , 信 息 论 、 编 码 学 ,计算 机 科学 等 领域 都 是 不 
可 缺少 的 。 

我 们 先 来 介绍 数 域 的 概念 .如果 数 集 下 包含 0 和 1, 并且 下 中 任 何 两 个 数 的 和 、 差 、 
积 、 商 (除数 不 为 零 ) 仍 在 下 中 ,那么 ,就 称 F 是 一 个 数 域 . 

全 体 有 理 数 之 集 Q, 全 体 实数 之 集 R、 全 体 复数 之 集 C 都 是 数 域 . 分 别称 为 有 理 数 域 、 
实数 域 和 复数 域 . 这 是 三 个 最 常用 的 数 域 

定义 2.1 HUR F тхл 个 数 aiGi=1,2,，，mij 一 1,2,…,) 排 成 的 普 行 ” 列 
的 数 表 


a) 


ад as … аш 
ШШЕ E fj m $T n P| 38 B£ f FR m хл ERRER. 这 mXn 个 数 叫做 矩阵 4 ITR a, 
叫做 矩阵 A 的 第 i 行 第 j IUTER . TORIS SCRI AE PERIOS ЖЕ РЕ; TE IR БЕ НИЕ 
阵 称 为 复 和 矩阵 . КУЧЕРА. В.С. ERE. EFF (DFI IRE R 
A= (а). A= (a). 
如 果 A= (4) У B= (6b,) 都 是 mXn 矩阵 ,并 且 它们 的 对 应 元 素 相等 , 即 
aj—-b, d—lQesv.m; j=1,2,--n. 


+21. 


那么 ,就 称 矩 阵 A 与 B 相等 , 记 作 A= B. 
所 有 元 素 都 是 零 的 矩阵 叫 零 矩阵 , 记 为 0.、. 或 0. 
只 有 一 行 的 矩阵 A= (a, ae…a.) ,叫做 行 矩阵 - 
а 


只 有 一 列 的 矩阵 A= не 


a, 

如 果 m= n, WES 4 为 n 阶 方 阵 . 

n 阶 方 阵 A 的 从 左上 角 到 右 下 角 那 条 线 ( 主 对 角 线 ) 上 的 元 素 anan защ A 
的 主 对 角 线 元 素 . 

称 主 对 角 线 下 方 元 素 全 是 零 的 方 阵 为 上 三 角 ( 矩 ) 阵 . 如 


0 
3 2 4 
0 0 | 
002 
都 是 上 三 角 阵 . 


称 主 对 角 线 上 方 元 素 都 是 零 的 方 阵 为 下 三 角 ( 矩 ) 阵 . 如 


3 0 0 
2 1 0 
0 1 1 


非 主 对 角 线 元 素 全 部 为 零 的 方 阵 叫 做 对 角 ( 形 ) 矩 阵 in 


Жы noo 
В 7. о» о, ооо 
0 1 | 


Econ 
ee e= 
onnen 


lo 0 < lo 0 0 
都 是 对 角 和 矩阵 - 
Жл ЛЖ 
0 0 
1 0 
Lo 0 13 
злак. 这 种 方 阵 的 特点 是 其 主 对 角 线 元 素 全 是 1 其余 元 素 全 是 零 . 如 
_ n о 9 
&-|! °]. в=10 1 0. 
to 1) | 
i0 от! 
我 们 把 单位 阵 简 记 为 E. 
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2.2 ERGA 


2.2.1 和 矩阵 的 加 法 


定义 2.2 设 4=(a,),B=(b,) 都 是 mXn 矩阵 ,规定 4 与 有 的 和 为 矩阵 (ay 十 
妃 )mxw" 记 为 A+ B, В 
antbn аш+бы + ass] 


“ab ath ah. | 


ал+бы аа+бы ** Amn tOna] 


3 6 2 4 5 10 
7 1|+|7 1|=|14 4 
0. 1 1 3 1 


Ў A= (ov)。xw 称 矩阵 (一 ay) 为 A 的 负 和 矩阵 , 记 为 一 4, 即 


ATB- 


例如 


Zan ~a + та. 

Zan 一 aa cH 一 az 
= As 

“аа —as t а, 


有 了 负 和 矩阵 的 概念 ,可 定义 两 个 mXn 矩阵 A,B 的 差 为 A— B=A+(—B). 


例如 
EO 


JE PER JURA E CA В 都 是 т Xn EBE): 

(DA+B=B+A; 

(2)(4 十 B) 十 C= 4 十 (B 十 C)， 

OAH 0n =A; 

WAHA) 70... 

RE RAHE RE h IT ЖОНЕ] Н P| С Я АТВ, EREA fe ЖИЛ OR). 


2.2.2 ” 数 与 矩阵 相 乘 
定义 2.3 ЖА (а). „В, НЕА 5 A 的 乘积 为 矩阵 (ka )。， 记 为 上 4， 


即 
+23. 


kan kan = kan 


_|kan kan = kan 


- kanm, 


BERAR, RAKR. 
例如 


е 
о о 


5 
0 
0 


0 
0 
ol 


oo u 
о u 


0 0 0 0 5 

可 以 看 到 , 数 与 矩阵 相 乘 ,就 是 用 这 个 数 去 乘 矩 阵 的 每 个 元 素 . 
数 与 矩阵 相 乘 满足 (4,B 都 是 тхл 矩阵 次 为数) : 
(D(ADA=R(LA); 

(2) G-D AS RA-HAs 

(3)&CA-- B) -kA--EB; 

(1۰ A—A. 

和 矩阵 的 加 法 与 数 乘 统 称 为 矩阵 的 线性 运算 - 


2.2.3 Ж БЖ ЕНЕ 

设 

бы 
"b, 


м бы om by m bp 


ам аа … Anp, 


jË A MAS i 行 的 诸 元 素 与 B 的 第 j 列 的 对 应 诸 元 素 乘积 之 和 为 cj, 即 
" 
суалы aibi +t aby = даб, imeem) j=l. 


定义 2.4 dÉA-(GJ).,.B-(QJ,...A 的 列 数 与 B 的 行 数 相同 ,规定 4 55 B HR 
积 是 一 个 mXn 的 矩阵 C= (caxa EE C= ABER 


су=аабу aba; agb, — iml,2,- mi j=l? sn. 


例如 ga-[^ pa. s=[” MI 


an аш bn bn 
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an spes ad ыы end 
ba bul Lanbutanbn anba-asbad' 


iX. ФАНЕР A 的 列 数 与 右 侧 和 矩阵 B 的 行 数 相同 时 ,两 矩阵 才能 相 乘 ; 
GAB 的 行 数 等 于 4 的 行 数 ,4B 的 列 数 等 于 B 的 列 数 ; 
GAB 的 第 ; 4158 j 列 处 的 元 素 等 于 A 的 第 i 行 与 B 的 第 j 列 的 对 应 元 素 乘 


Ав=| 


an аш 


积 的 和 . 
例 1 设 


я 
43 
aci [ож 
解 НА FE 3X2 Е.В E 2X2 58 RE. A 的 列 数 等 于 B 的 行 数 ,所 以 A 与 8 可 以 
相 乘 ,其 乘积 AB 是 3X2 ЖЕ. 按 定义 2.4 有 
16, зу [1Х4+8Х1 1x3+6x4] po 27 
2 "| )- 2х4+7х1 ахта [s н) 


АВ= 1 4 
3 8 3X4+8X1 3X3 十 8X4 0 41 


1 
例 2 WA=G 5 D, zi | Ж АВ RK ВА. 
=t 


1 
解 AB=G 5 "| 2| =(3X1+5X2+7X (—1))=(6)=6:13. 
—1 
Y 1x3 1х5 1х7 
а is 5 | 2х3 2х5 2х7 | 
—1 (一 D)X3 (-DX5 (—DXT7. 
8 58 T7 
-| 6 10 ul. 
-3 -s -7 
和 矩阵 乘法 满足 (假设 运算 都 是 有 意义 的 ): 


а) (4B)C=A(BC); 

(2) A(B+C)=AB+AC, (A+B)C=AC+BCG; 

(3 k(AB)=(kA)B=A(kB) (是 数 ); 

(4) E.A=AE.=A (АЖ mXn EBE); 

(5) OpxaA=0pxas A0..=0... (АЖ m Xn SERF). 

与 通常 数 的 乘法 相 比较 ,矩阵 乘法 有 许多 特殊 性 ,主要 有 : 

CD 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 ,这 有 两 层 含义 .其 一 是 说 ,有 时 虽然 AB 有 意义 ,但 
BA 未 必 有 意义 . BL 1 中 的 A、B 就 是 这 样 . 其 二 是 说 ,即使 4B,BA 都 有 意义 ,4B 与 


CIO 为 方便 ,有 时 将 1X1 ERE (DIC a 
s5 


BA 也 未 必 相 等 . 例 2 中 的 ALB 就 是 这 样 . 总 之 ,一 般 说 4B 取 BA( 如 果 对 某 特定 的 矩阵 
A.B 有 AB=BA, 则 称 4 与 已 乘积 可 换 )- 

(2) 矩阵 乘法 不 满足 消去 律 , 即 在 一 般 情 况 下 ,由 4B= AC 不 能 得 出 B=C. 同样 
由 B4 一 C4 不 能 得 出 В=С. 

例如 设 


则 


B) 4B 一 4C, 但 B#C. 
由 这 个 例子 还 可 以 看 出 : 
(3) 矩阵 乘法 有 零 因子 , 即 存在 矩阵 A60, B0, (4 AB=0. 因此 ,在 一 般 情 况 
下 ,不 能 由 4B 一 0 断定 4 一 0 或 B=0. 
和 矩阵 乘法 有 广泛 的 应 用 ,许多 复杂 的 问题 都 可 用 矩阵 乘法 表达 得 非常 简洁 . 
考查 线性 方程 组 
амд Fairs аул, 


anzitanz i aur, =b: 


(2) 


ам аа c аш b. = 


则 式 (2) 可 表示 成 AX = B. 


2.2.4 ЗВЕНЕ 


TURAE REA HE ИЗӘ НЕ Y ЭГЕ Ж. AÈ n NHE ME 
A'=E., А!=А, ASAA A RAS, 
其 中 上 是 正 整数 , 即 A! 就 是 4 个 4 连 乘 . 
显然 ,444 有 意义 的 充 要 条 件 是 4 为 方 阵 , 故 只 有 方 阵 才 有 寡 ° 
方 阵 的 者 满足 (4 HAE kl 为 非 负 整 数 ): 
а) 44 一 AT 
(2) (АА. 
.26* 


作为 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 的 自然 结果 ,一 般 说 来 
(4B) At B'. 
例 3 求证 


[e pad! [sm —sin (n0) 


sin(n0) eon "ТР" 


sinÜ cos 


证 用 数学 归纳 法 , 当 n=l 时 ,等 式 显然 成 立 . 设 n=k 时 等 式 成 立 , 即 
| “e pons m 


sing — cos0 sin(kb) cos(&0) 

当 n=k 十 1 时 ,有 
[et Redi a eed Li M 
sing cos0 sing созӣ J Lsinð cos@ 


[5 e ЕР ا‎ 


sin(&0) cos(&0) JLsinð cos 


ROE 一 cos(kb)sin0 一 sin ee 
sin(&8)cosU--cos(k0)sinü —sin(&0)sin0+-cos (&0)cos6. 


[ur CENA] 
Lsin(k+1)0 — cos(e-- 00 J 


于 是 对 任意 自然 数 ”等 式 成 立 . T 
2.2.5 方 阵 的 行列 式 及 行列 式 的 乘法 公式 


定义 2.5 Hi n BITRE A 的 元 素 所 构成 的 行列 式 (各 元 素 的 位 置 不 变 ) 叫 做 方 阵 A 
的 行列 式 , 记 作 141 ,或 det A. 
例如 设 


b 


12 
14 
0 1 


= own 


ЖЖ. ”由 于 行列 式 是 行列 的 ,如 果 和 矩阵 А 不 是 方 阵 ,就 不 能 对 А 取 行 列 式 . E 
阵 与 行列 式 的 概念 是 完全 不 同 的 ,必须 弄 清 其 含义 及 记号 的 区 别 
定理 2.1 设 4,B 是 两 个 =” 阶 方 阵 ( 阶 数 相同 ) 是 一 个 数 , 则 
a) 1АА|=А А15 
(2) 14В|= А1181. 
+27. 


这 里 只 给 出 (1) 的 证 明 ,(2) 的 证 明 在 2. 7 中 给 出 . 
证 (D 设 4= (а)... 


[kan kan c9 kaw 
` kan 
* kan, 
于 是 由 第 一 章 性 质 1. 3 得 
ТЕА [=А1А1. ü 
称 公式 1481=14118| 为 行列 式 乘法 公式 . 
例 4 设 
bc 2 —4 1 
a-ho 2 " s-h 一 5 | 
11-1 0 —1 一 ! 
RIZAB]. 
解 
1 1 0 
\А|=|0 2 о|=—2, 
l1 1 -1 
2 一 4 Ц 2-41 
І81=|1 -5 0=1 -5 0|=5, 
o —1 —1| |2 -5 0 


12(АВ)*| 22? | САВ)*| =8(| AB|)*=8(|4||B|)*=8[(—2) X 5] = — 8X10. 
йз KH A=kE,, B=kE.JUh kik: ВАВА ВІ. 
解 1А|+1В|= |АЕ.|+15Е.|=Ж1Е,1+Е&|Е.|=&К +E, 
1А+В|= |k E, -R;E. | = | (kı БАЕ, | = (kı БАТЕ, | = (k, +k)". 
由 例 5 可 以 看 出 ,一 般 说 14 十 Bl 天 141 十 181. 
虽然 对 阶 方 阵 4,B, 一 般 说 来 4B 尖 B4, 但 是 ,由 行列 式 乘法 公式 知 | AB | = 
1B41. 
2.2.6 ЖЕНИ 


定义 2.6 把 一 个 mXn 的 矩阵 A 的 第 i 行 第 j 列 元 素 ov 作为 新 矩阵 的 第 j 行 第 i 
列 元 素 ,i 二 1,2,…,m;j 二 1,2,…，n, 形 成 一 个 Xm 的 新 矩阵 A' , 称 4' 为 原 矩 阵 A 的 转 


Ж.А 亦 可 记 作 A". 
例如 , 设 


E 4 M 
Am ' 
1 0 4 
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则 


3 1 
A'—|4 oj. 
4. 


HE Pk A ЕРА E (假设 运算 都 可 行 ): 
(1) (A'y'=A; 
(2) (A+B) =A'+B'; 
(3) GAY =kA' ,是 数 ; 
(4) CAB)'=B'A'; 
(5) |А']|=|А|. 
(1) 一 (3) 是 明显 的 ,(5) 就 是 第 一 章 的 性 质 1. 1, 下 面 证 明 (4). 
d AG), B= (bj),、,， 显 而 易 见 , CAB) 和 B' A' BRE n Xm 矩阵 . 其 次 ， 
(4B)' 的 第 i 行 第 j 列 的 元 素 就 是 AB 的 第 j 行 第 i 列 的 元 素 , 故 等 于 
abi abs 7 +apb,. 
而 B' A' HI i TR j PUO T B 的 第 ; 行 的 元 素 与 A' 的 第 j PUDE TCR f) 
乘积 之 和 , 故 等 于 B 的 第 i 列 的 元 素 与 A 的 第 j 行 的 对 应 元 素 的 乘积 之 和 
an 十 baapz 十 … 十 br 
上 两 式 显然 相等 ,所 以 (4B)' =В'А'. Ü 
ЖЖ. 反复 应 用 (4) 得 (4BC)' —C' B' A' .加 一 般 (4B) #A' B'. 
设 4= (au) 为 n 阶 方 阵 . 车 4' =4(4' = А), ША 为 对 称 阵 (反对 称 阵 ). 对 称 
ЕКИН аја isj=1,2,° on. B A 的 元 素 以 主 对 角 线 为 对 称 轴 对 应 相等 ， 
例如 


都 是 对 称 阵 . 

设 A,B Жл ИЕ. Hi (A+B)' =A' +B' =А+В, A S B ftJ fl A+ B EÊ 
对 称 阵 ,但 АВ 未 必 是 对 称 阵 . 若 A,B 还 是 乘积 可 换 的 (4B= ВА), НАВ) = B' A' 
三 BA=AB, 知 4 与 B 的 积 AB 也 是 对 称 阵 . 

定义 2.7 设 A= (а). Ната НИЯ, ка) А REER, 
ез A. 用 A" RRD , 称 其 为 4 B 3636568358 . 

例如 , 设 


则 
。29 。 


MP ME сея 
z-[ А ] zl 1 N. 
2 —i 1+i 

3 1+i 


JUR PEU E C. A,B EAER k 是 复数 , 且 运 算 都 是 可 行 的 ): 
a) A+B=A+B; 

(2) #A=EA; 

(3) АВ=А В, 

Q) ТА = ТАТ. 


2.3 й Ж F 


2.3.1 逆 矩 阵 的 定义 


定义 2.8 设 4 为 n 阶 方 阵 ,车 存在 n 阶 方 阵 B, 使 
AB=BA=E 


则 称 A FEF iê EO Re Pj B JE A СОВ. 
例如 ,由 于 E.E.= E. r Е. 是 可 逆 矩 阵 , 且 Е. ЯРА E EPE kikk 都 


不 为 零 时 ,由 


d: ] [2. 
k, U ^ 内 100 
| ks | x " i || к |+ 1 ° 
Ë, | ij ilt bi lo 01 
hj L hj 
[1 1 
k K | 
wenn D [erena £ eram. 
5, 1 
L k, 
ЖБ А, 都 不 为 零 , 则 对 角 阵 
i 
k fh 
1 
k аман) MEL 
E l h, 


1 


k. 
可 以 断言 ,如 果 方 阵 A 可 逆 , 则 A 的 北 阵 是 唯一 的 . 事实 上 , 若 B,C 都 是 4 BE 


۰30۰ 


阵 , 则 
B=BE=B(AC)=(BA)C=EC=C. 

今后 ,将 A 的 逆 阵 记 作 A '. 

可 逆 和 矩阵 是 一 类 重要 的 方 阵 . 在 使 用 记号 4 之 前 ,必须 首先 弄 清 4 是 否 可 逆 . 在 
无 法 断定 4 是 可 逆 矩 阵 的 情况 下 ,记号 4 一 没有 意义 . 

可 道 矩 阵 有 许多 好 性 质 , 通 过 直接 验证 ,可 以 得 知 : 

О) ЖАЙ, ААЙ, НСА) =A; 

(2) Жл зри, FEO, кА Эй, НА) = LA", 

(3) 车 4,B 是 同 阶 可 北方 阵 , 则 AB п], B (AB) =B A; 

(4) FATEMA SEL НСА) = (A72. 

反复 应 用 (3) 可 知 ,车 A1, A2, As E IB} FI Е, AAA 可 道 , 且 (A41A.43)" = 
АЛАРАГ. 


2.3.2 方 阵 A 可 逆 的 充分 必要 条 件 , 用 伴随 矩阵 法 求 逆 矩阵 
i n BEE 


ax 
aa as < dun 
我 们 把 141 中 诸 元 素 a 的 代数 余子 式 4,, 所 组 成 的 阶 方 阵 


fân An + An 


Аъ An ++ An 
й: 
m A c AL 


叫做 方 阵 A 的 伴随 矩阵 , 记 为 4 Ж adjA. 
注意 : 4" 中 第 i 行 第 ; 列 处 的 元 素 是 A ,而 不 是 Au. 
引 理 2.1 HA ERR F Ел B Jr BE, W 
A'A-AA' -|AIE.. 
证 由 第 一 章 性 质 1. 6 和 性 质 1.7 得 
An Aa c li аг се al 


"ELEC 


317 


. flal o 0 
-| 
У [; ° lAl 
0 0 аА, 
= 
FE AA’ = АЕ. K fi 
AA' =А* А=|А|Е. (3) 
定理 2.2 HA RRR F Ef n BH PE, A 可 逆 的 充 要 条 件 是 141 天 0. 34 |A|=0 


mangha: 
证 明 设 4 是 可 逆 阵 , 则 AAE. 由 行列 式 乘法 公式 得 |4114-!|=|E|=1. 从 而 
А150. 
914150,1 AA* =А'А= |AIE 48 


Sy‏ ت 
AGAj4? (TAT4 )A=E.‏ 


从 而 4A 可逆, 且 
E pan 
A=. 3 
设 A 为 n 阶 方 阵 , 当 |A|=0 时 , 称 A 为 奇异 ( 方 ) 阵 . BN, А 1560, A {Р 
育 异 ( 方 ) 阵 . 


#6 ABEE n HEE, В AB 是 可 逆 矩 阵 , 则 ALB 都 是 可 逆 和 矩阵 . 特别 地 , 若 
A,B л HEE, В AB=E, 则 A=B. 

证 因为 AB STRÉLALB FRE PES BEDA ABI 1ATI BI £0,3XRF| A] #0 818150, 
从 而 A,B 都 是 可 逆 阵 . 

因 АВ=Е, Ц АВ jit X. A.B 为 方 阵 ,从 而 А TÉ Te 4B= 忆 两 边 的 左边 同 乘 
4-: 得 4714B=4-:E, 于 是 4 一 B. 

例 7 设 

4=[ s], 14l0. 


an ax 
试 证 
fan au 1 |= та] 
证 由 Алаа Anm an An —aws Az 


a "^L 
An Аг 


所 以 
.32。 


ass [ Ав J D‏ و 


141 апап апап аһ an 


利用 例 7, 可 以 方便 地 求 出 2 Bt n] 72у EF HO ЗЕ РЕ, Dl n 
4 

25]' 1 4 —5] | 3 

É 3] "sibl. ME y 

3 


例 8 求 满足 矩阵 方程 4X 一 已 的 矩阵 X, FP 


1 2 z 8 3 
4 一 |2 1 -2|. B-|-5 9|. 
一 2 1 2 15. 


解 由 于 
P Eg 
141= 1 一 ?|= 一 27 关 0， 
2 -2 1 
所 以 4 90. B. 
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ЖЖ. LAP ХВАТ. 
可 以 看 出 ,对 高 阶 矩 阵 , 用 伴随 矩阵 法 求 4 是 比较 麻烦 的 ,2. 5 中 将 介绍 一 种 比较 


方便 的 ,用 初等 变换 求 A 的 方法 . 
如 果 ARTER RIRE 
4 一 (040 
其 中 是 正 整数 


2.4 矩阵 的 初等 变换 与 矩阵 的 秩 


2.4.1 矩阵 的 初等 变换 


先 看 一 个 解 线性 方程 组 的 例子 - 解 方程 组 
。33 。 


—2z, 一 3z: +4n 
2n cin —8&n 
采用 熟知 的 加 、 减 消 元 法 ,有 


r 一 3z: 十 473 一 2 


得 方程 组 的 解 : 


Ti=—l1, z=0, 23=0. 


өөө 


e@e@eeeegeeeegee 


在 解 线性 方程 组 (4) 的 过 程 中 ,我 们 对 方程 组 实施 了 三 种 变换 : 


(1) 互 换 两 个 方程 的 位 置 ; 

《2) 用 一 个 非 零 数 乘 某 一 个 方程 ; 

(3) 把 一 个 方程 的 倍数 加 到 另 一 个 方程 上 去 . 
线性 方程 组 的 这 三 种 变换 ,不 改变 方程 组 的 解 . 
线性 方程 组 (4) 可 以 由 矩阵 


一 2 一 3 4 
1 2 -1 一 
2 2 Bo E 


确定 .对 方程 组 (4) 实 施 的 上 述 三 种 变换 ,用 和 矩阵 来 表示 就 是 : 


-2 -3 4 4 
| 1 2 -1 -1| 
2 2 -8 -2] 


1 2 =1 —1 
2ال‎ -3 4 2 
т" 1 1 ~4 -1 


n 2 -1 -1l 
т+2хғ ID 1 2 0 
n-n 

lo -1 -3 о. 
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(4) 


lo o -1 o 

定义 2.9 下 面 三 种 变换 称 为 矩阵 的 初等 行 变换 ; 

D 对 调 两 行 (对 调 i,j 两 行 , 记 作 nori 

(2) ARREO RETRORATE RR i TIE RX) 

(3) “把 某 一 行 所 有 元 素 的 人 倍 分 别 加 到 另 一 行 对 应 的 元 素 上 去 (第 j TH k 48103] 
H i FTE TEYE А). 

把 上 述 定 义 中 的 “ 行 换 成 * 列 ”, 即 得 矩阵 的 初等 列 变换 的 定义 (所 有 记号 是 把 "”" 换 
成 *e”). 

和 矩阵 的 初等 行 变换 与 初等 列 变换 ,统称 为 初等 变换 ， 显然 初等 变换 是 可 逆 的 .例如 ， 
矩阵 A 经 过 变换 ~ 十 kr, 后 ,再 通过 变换 7; 十 (一 k)r МТ. 

如 果 和 矩阵 A 经 有 限 次 初等 变换 变 成 矩阵 B, 则 称 短 阵 4 与 B 等 价 . 

下 面 讨论 利 用 矩阵 的 初等 变换 化 简 和 矩阵 的 问题 . 

称 矩阵 A 为 行 阶梯 形 答 阵 ,如 果 4 满足 

(D 若 4 有 零 行 ,那么 零 行 全 部 位 于 非 零 行 的 下 方 ; 

(2) 各 个 非 零 行 的 左 起 第 一 个 非 零 元 素 的 列 序数 由 上 至 下 严格 递增 . 

例如 


000000 
都 是 行 阶梯 形 矩 阵 . 为 方便 ,也 称 零 矩 阵 为 行 阶梯 形 和 矩阵 . 


例 9 利用 矩阵 的 初等 行 变换 ,将 


B234 5 9] 
[11021 5! 
А= | ERA 
Ë 132 6 10] 
6 4 6 8 12 24 
化 成 行 阶梯 形 和 矩阵 . 
解 
B2345 97 
з102 1 5| 
А= 
o 132 6 10 
le 4 6 8 12 24 
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一 般 地 ,可 按 如 下 方法 将 矩阵 A 经 初等 行 变换 化 为 行 阶梯 形 矩 阵 . 

对 非 零 mXn 矩阵 A= (ay), 若 其 第 一 列 元 素 全 是 零 , 便 考查 其 第 二 列 ,依次 下 去 ,总 
可 找到 第 一 个 非 零 列 ,然后 从 第 一 个 非 零 列 开始 讨论 . 故 不 妨 设 A 的 第 一 列 元 素 不 全 为 
零 , 若 au=0, 总 可 经 行 的 交换 把 第 一 列 中 一 个 非 零 元 换 到 第 一 行 上 , 故 还 可 设 ou 天 0, 将 


A 的 第 一 行 的 一 aa/au 信 加 到 A 的 第 i 行 上 ,i 二 2,…,m, 便 可 把 A 化 成 
аһ an cU dy 
0 
A— ° А, 
0 


Ai 为 (mm 一 1)X Cn 一 1) 和 矩阵 ,对 А, 再 进行 类 似 的 处 理 . 最 后 ,总 可 以 把 A 化 成 行 阶梯 形 
EBE. 

称 4 为 行 最 简 形 矩阵 ,如 果 ， 

(1) A 是 行 阶梯 形 和 矩阵 ， 

(2) A 的 非 零 行 的 左 起 第 一 个 非 零 元 素 都 是 1, 并 且 这 些 1 分 别 是 它们 所 在 列 的 唯 
一 的 非 零 元 案 . 


一 般 地 , 任 一 矩阵 A 都 可 经 初等 行 变 换 化 成 行 最 简 形 和 矩阵 . 比如 对 例 9 中 的 4, 继 
续 实 施 初 等 行 变换 可 得 


013244 
А— 

000026 

0000020 

0 —3 0 —3 一 3 
n-2xrn | 1 32 4 4 
x, 990 90 1 3 

о оо о о 
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10-1007 
nes |011 3 2 0-8 
0 0 0 011 3f 
0 0 0 0 о 9. 
An ARR BUE E AD) AETHER LE ETT Р) ЛЕ AS DL FR RA  E— 8 E T (r 
成 如 下 形式 的 矩阵 : 
1 0 0 
0 4 0 
0 0 1 O 
0 0 0 0 
о 0 0 0 


称 其 为 该 矩阵 的 标准 形 其 左上 角 是 一 个 r 阶 单位 阵 , 其 余 元 素 都 是 零 . 这 种 矩阵 可 简 


ex 下 sa 
aM 0) 


ig (7 on E. 都 是 | xd 


综 上 所 述 ,我 们 得 到 如 下 结果 : 

(1) 任 一 矩阵 4 都 可 经 初等 行 变换 化 成 行 阶梯 形 和 矩阵 ; 

(2) 任 一 矩阵 A 都 可 经 初等 行 变换 化 成 行 最 简 形 ; 

(3) 任 一 矩阵 A 都 可 经 初等 变换 化 成 标准 形 - 

因为 初等 变换 是 可 逆 的 ,所 以 如 果 4 经 过 有 限 次 初等 变换 能 变 成 8, 则 5 经 过 有 限 
次 初等 变换 也 能 变 成 A. 

йй: 第 (1) 种 初等 行 ( 列 ) 变 换 ,可 由 若干 次 第 (2) 和 第 (3) 种 初等 行 ( 列 ) 变 换 来 实 
现 . 如 交换 矩阵 A 的 第 ; 行 和 第 jf 4 一 “4,, 相 当 于 进行 下 述 初 等 变换 : 


тыу, tO Dr C Dr, nC 
АЖА aka —AA. 


2.4.2. ЖЕ ER TE 
E, 
上 一 节 ,我 们 曾 指出 任 一 矩阵 A 都 可 经 初等 变换 化 成 标准 形 短 阵 | ELT 
标准 形 | E женл йж. 下 面 引入 的 矩阵 秩 的 概念 回答 了 这 一 问题 . 
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将 矩阵 4 一 (av)wx* 的 某 些 行 和 某 些 列 划 去 (可 以 只 划 某 些 行 或 某 些 列 ), 剩 下 元 素 按 
原来 的 顺序 构成 的 新 失 阵 叫做 矩阵 A HIF GEO ВЕ. 为 方便 起 见 , 把 A 也 看 作 它 自身 的 子 
GEJE. 

2 1 0 


mmga | MENS vos TE TL sereante 


FR 4 的 子 方 阵 的 行列 式 为 4 的 子 式 . 
例如 


Ë T | | Ë "| iii 
a aps al h 2/777 


210 
1532 
322 


等 都 是 矩阵 


HFR. 
定义 2.10 ER A 中 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 叫 作 和 矩阵 А 的 秩 . H RCA). 
ШЖ 4 是 零 矩 阵 , 规 定 КОА) =0. 
例如 
reti 
111 |. 
ТІЛ 


BA f 2 B DL E (8 2 阶 ) 子 式 全 为 0, 而 4 有 1 ИЧЕР 11150.70 КСА) =1. 
很 明显 , 若 4 是 m >x n 的 矩阵 , 则 
A) 0<R(A)<min(m.n); 
(2) КСА!) = КСА): 


«зу raal? 67? 
I КСЛ), =O; 


(4) RC4DS<R(4), 其 中 4 为 4 的 任意 一 个 子 阵 . 

定理 2.3 ”矩阵 经 初等 变换 后 ,其 秩 不 变 . 

证 明 由 于 第 (1) 种 初等 变换 可 以 由 第 (2) 种 和 第 (3) 种 初等 变换 实现 ,因此 ,只 须 证 
明 第 (2) 和 第 3) 种 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 . 现 仅 就 初等 行 变换 来 证 明 ,至 于 初等 列 变 
换 ,可 类 似 地 证 明 . 

对 于 第 (2) 种 初等 行 变换 ,变换 前 后 ,各 阶 子 式 至 多 相差 倍 (4 隆 0). 因此 .这 种 变换 
不 改变 矩阵 的 秩 . 

对 于 第 (3) 种 初等 行 变换 , 设 4 一 4 ,ROD 二 ,ROD 二 1, 则 必 有 <r. 事 
实 上 :对 于 А, 的 任意 一 个 十 1 阶 子 式 ( 如 果 存 在 ), 或 者 它 就 是 4 的 某 r 十 1 阶 子 式 ( 即 它 
不 含 第 i 行 ), 其 值 为 0; 或 者 它 包 含 变动 的 第 i 行 ,由 行列 式 性 质 , 可 将 它 分 解 为 4 的 一 个 
;十 1 阶 子 式 与 另 一 "二 1 阶 行列 式 的 信之 和 . 前 者 的 值 当然 是 0. 后 一 行列 式 又 有 两 种 
可 能 :一 种 是 它 含 有 4 的 第 j 行 .此 时 它 有 两 行 相同 ,其 值 为 0: 另 一 种 是 不 含 4 的 第 j 
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A= 


行 ,此 时 它 是 A 的 一 个 r+ 1 阶 子 式 ,或 经 交换 某 两 行 后 它 等 于 4 的 一 个 r 十 1 阶 子 式 ,其 
值 为 0. 总 之 ,无 论 何 时 ,其 值 都 等 于 零 . 因此 ,4, 中 所 有 -十 1 阶 子 式 都 是 零 . Бї. А, 


六 十 (一 让 rr 


中 高 于 阶 的 其 它 子 式 也 都 是 零 , 故 ,<r. 另 一 方面 4 一 ABE rne 从 而 ~ 
- 0 
由 定理 2. 3 可 知 


E, 0 
RC4)=rPA4 2 |: 
0 0 


即 标准 形 | ү o) ioc maana" ELETE 
定理 2.3 为 我 们 提供 了 求 矩阵 秩 的 一 个 途径 一 初等 变换 法 求 和 矩阵 的 秩 . 
由 矩阵 秩 的 定义 不 难看 出 , 行 阶梯 形 矩阵 的 秩 等 于 其 非 夫 行 的 个 数 ,比如 
18172 $3.& 71:0 6 
012 jet 025 de 
0000 0 00 3 9) 
这 样 , 求 矩阵 4 的 秩 时 ,只 需 将 A 30% Ef UL GERI PE IERTARE А 


的 秩 . 
йо RER 


R 


vano 


Юж. 


4 
13 
3 


| 
| 
о] 
知 R(A)=3. 
设 A 是 mXn 和 矩阵 ,车 R(4)=n, 则 称 4 NARR: F RA) =m, WE A 为 行 满 秩 
BE. 车 A 为 n 阶 方 阵 , 且 RCA =n, А 为 满 秩 阵 . 
例如 


оох мә 
оъ оо 


1 
0 
0 
0 


Lo ооо 3 
因 4 为 行 阶梯 形 矩 阵 ,有 3 个 非 零 行 ,所 以 КОА) 73. A 为 行 满 秩 阵 . 因为 4 是 5x35 
阵 ,并 且 RCAD- RD —3. KK 4 是 列 满 秩 阵 . 
由 矩阵 秩 的 定义 可 知 ,n 阶 方 阵 A 的 秩 КСА) — ne | A| #0. Жл BIT FF A B] ë a= 
R(A)=n. 


由 和 矩阵 的 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 可 知 : 
-39° 


(1) n MIR A В АСА) nA Е, 


(2) mXn 矩阵 À 是 列 满 秩 阵 局 A A ; 


(3) mXn 矩阵 4 ЖНА] е А Ie (E, 0). 


2.5 J 等 É 


2.4 节 介 绍 了 和 矩阵 的 初等 变换 . 这 一 节 将 建立 初等 变换 与 矩阵 乘法 的 联系 ,并 给 出 用 
XI ACIE CR n TE PED UE PED Jr Qs. 


2.5.1 初等 阵 的 概念 


定义 2.11 由 单位 矩阵 经 一 次 初等 变换 得 到 的 方 阵 称 为 初等 ( 矩 ) 阵 . 
初等 阵 共 有 三 类 . 
(1) 把 单位 阵 中 第 ij 两 行 ( 列 ) 对 调 ,得 到 初等 矩阵 

M 


E(i,j)= 


(VU #5#0 乘 单位 阵 的 某 行 ( 列 ) ,得 到 初等 阵 
ri 


EGG»- k 一 第 i 行 . 


L 1 
《3) 以 数 上 乘 单位 阵 的 某 一 行 ( 列 ) 加 到 另 一 行 ( 列 ) 得 到 初等 阵 
1 


E(i,j(k))= 


۰40° 


2.5.2 初等 阵 的 性 质 
初等 阵 满 足下 列 性 质 : 


《1) 初 等 阵 都 是 可 逆 阵 ,并 且 初 等 阵 的 道 和 矩阵 还 是 初等 阵 . 事实 上 ， 


EG. DEG. Ds 
E^ (iG) E[icp aeos 
E" j0)]- ECi C7. 


《2) 初 等 阵 的 转 置 矩阵 还 是 初等 阵 , 事 实 上 ， 


E'G,D-EG D: 
E' [ik J- EL 00]; 


E' [i,j(k) ]- ELj £0]. 
QD A Ж mx n ЕВЕ, A 施行 一 次 初等 行 变换 ， 


其 结果 等 于 用 一 个 相应 的 初等 阵 


在 左边 乘 4, 对 4 施行 一 次 初等 列 变换 ,其 结果 等 于 用 一 个 相应 的 初等 阵 在 右边 乘 A. 


例如 


ал 


En(i,))A= 


an 


E.GG)4A7 |kan 


au 


аа 


а) 


一 第 i 行 


“| 一 第 j 行 


.41- 


ап а ры а, | 


E.G,j())A- laa tka, az 十 ap c үч" 


an аз Ed а. 


具体 地 : 
以 Enli j ERER A, 其 结果 相当 于 交换 4 的 第 i,j 两 行 ,以 E.G. DEARER А. 
其 结果 相当 于 交换 4 的 第 i,j 两 列 . 即 
E.G,pA=BeA7p, 


AE,G, j) - BA p. 
以 E. GOOD ZESRRREE A E ЖНА FIK k Ж 4 的 第 i 行 ,以 E.G OO ЖЕ 
4A, 其 结果 相当 于 以 数 & 乘 A 的 第 i 列 . BD 


kxr, 
E„(i(k))A=BSA —B, 


AE. GO) Вед Pp, 
以 E.G, OO) ZERIBPE 4, 其 结果 相当 于 把 A 0998; TR IRURE i f7. 以 Eti,j 
ADERE A ,其 结果 相当 于 把 4 的 第 i FIR k D03095 j 91. BD 


Xr 


Е„(,}))А=В=А————>В, 


ejthXo, 


AE,G.j0)) - BOA — ——B. 
注意 :以 已 (ivj(t)) 右 乘 矩 阵 4, 其 结果 相当 于 把 A 的 第 i 列 (不 是 j 列 ) 乘 加 到 第 
j 列 (不 是 i 列 ). 


2.5.3 ЖЕЧИ ЕЖ 


首先 ,利用 初等 阵 刻画 一 下 可 逆 阵 . 

定理 2.4 矩阵 A 可 逆 的 充 要 条 件 是 :存在 有 限 个 初等 阵 Pi,P,,…,P,, 使 A=P. P: 

证 明 充分 性 : 设 有 初等 阵 P,P;,…,P,, 使 

А=Р,Р; Р, 

因 初 等 阵 是 可 逆 阵 , 且 可 逆 阵 之 积 还 是 可 逆 阵 ,所 以 A 可 道 . 

必要 性 : 设 A 是 可 北 阵 . 所 以 R(A)=n, A 经 初等 变换 可 以 化 成 E ATZARRI 
等 变换 可 以 将 E "EL A. 也 就 是 说 ,存在 有 限 个 初等 阵 Pi PoP Pri Pa fE 

PPro IEP, -P,=A, 

即 4=PiPP Û 

推论 2.1 WA mXn 和 矩阵 A,B 等 价 的 充 要 条 件 是 :存在 产 阶 可 逆 阵 P R rop 
BE Q, PAQ—B. 

EM 必要 性 :由 A 与 B 等 价 的 定义 , 知 存 在 有 限 个 m 阶 初等 阵 P,P:,… .P, 及 有 

.42. 


RA n MIFE Qi,Q:,…',Q,, 使 


PiP:…P4QQ…Q=B， 


令 
Р=Р,Р,--Р,; Q=Q.Q;---Q.. 

由 定理 4 知道 Rm ТЕ, È n ЕЕ, А PAQ=B. 

充分 性 : 因 Р.О 可 逆 , 由 定理 4 知 ,存在 有 限 个 初等 阵 Pi Pas", P. Q. Q... Qs 
使 

P-P.-Pa4 Q-QQ.-Q. 
从 而 ,由 PAQ=B 知 
PP…P,4QQ…Q,=B. 

这 表明 ,A 可 经 初等 变换 化 成 B。 0 

由 推论 2.1 的 证 明 可 以 看 出 ,矩阵 4 经 初等 行 变换 化 成 B 的 充 要 条 件 是 存在 可 逆 阵 
PA P A= B. E A 经 初等 列 变换 化 成 妨 的 充 要 条 件 是 存在 可 逆 阵 Q 使 AQ B. 

由 本 章 定理 2. 3 及 推论 2. 1, 可 立即 得 到 推论 2. 2. 

推论 2.2 ЛЖ тхл Ж.Р J m ОРЕ, 是 n 阶 可 逆 阵 . 则 矩阵 PA,AQ。 
PAQ 的 秩 都 等 于 4 的 秩 , 即 

R(PA)=R(AQ)=R(PAQ)=R(A). 

推论 2.3 Û 4 是 可 逆 阵 , 则 可 以 只 经 过 初等 行 变换 将 4 化 成 单位 阵 E. 

FIM 因 A 可 逆 , 所 以 4- 可逆, 由 定理 2. FENG Pi Po P. A= 
PP,…P,, 于 是 

A'A=P,P,--P.A=E. 

这 表明 ,只 经 过 初等 行 变换 便 可 将 AKRE. Û 


2.5.4 RERA- HE 


Ж A JEn УЕ, FREE ERE 已 ,P:，…,P,， 
P, P,-=P,A=E, (5) 


故 
P,P,---P,E= А". (6) 
式 (5) 和 式 (6) 表 明 , 若 经 过 一 系列 初等 行 变换 可 将 A 变 成 已 , 则 施行 同样 的 一 系列 
初等 行 变换 将 把 E BER А. 于 是 ,对 矩阵 (4 : E)( 它 是 在 A 的 右边 添 写 一 个 ” 阶 单位 
阵 得 到 nX2n 阶 和 矩阵 ) 施 行 初等 行 变换 , 当 其 中 的 A 化 成 时 ,E НОЌТА". 
例 11 R A 的 逆 矩 阵 
Е 1 引 
А=| 1 一 2 1 


o dH 


1435 


aj юе [o 


aje юе ele 


2 


l 


ajo |= ej 


Ж, А Эи А: В) (E iC) , 则 C= AB. 
POTE а яра MESE c7 [GCM cba 


2.6 分 块 矩 阵 


2.6.1 分 块 矩 阵 的 概念 


对 于 行 数 和 列 数 较 大 的 矩阵 4, 经 常 采用 “和 拢 阵 分 块 法 ”即将 一 个 大 矩阵 看 成 是 以 一 


些小 矩阵 为 元 素 的 矩阵 在 运算 中 ,常常 把 这 些小 矩阵 当 作 * 元 素 "来 处 理 . 
将 矩阵 4 用 若干 条 纵 线 和 横 线 分 成 许多 小 矩阵 ,每 个 小 矩阵 称 为 4 的 一 个 子 块 . 以 
这 些 子 块 为 元 素 的 形式 上 的 矩阵 称 为 分 块 阵 - 例如 矩阵 
аһ ар аз:а as 
«ая 


s1 2: ау: ам азу 


令 

m= [e an “j s[e | 
4n ax аз ам а 
Ап= (аһ ax as), Аз=(ам as). 

Au An 

" اه‎ a 

An An 

就 是 分 块 阵 


显然 ,一 个 矩阵 可 以 根据 需要 表示 成 不 同 的 分 块 阵 . 例如 2X3 矩阵 4 一 (ov) 就 有 8 
种 不 同 的 分 块 形式 : 
D Di pan peg; 


аһ ` ап $ an. 


2.6.2 分 块 阵 的 运算 


下 面 讨论 将 矩阵 分 块 之 后 ,如 何 进行 加 法 、 数 乘 \ 乘 法 、 转 置 等 运算 

分 块 阵 的 加 法 与 数 乘 : 

HEEE 4 与 B 的 行 数 、 列 数 分 别 相同 ,并 且 A 与 B 的 分 块 方法 也 相同 , 则 A 与 B 
加 时 可 将 对 应 子 块 相 加 ; 数 上 与 A 相 乘 时 ,可 将 乘 到 各 子 块 上 去 . 例如 , 设 


二 |, ez à "|. 


A. B, cB. 


则 


RA E jM 
z[*u бик: чер 
Ал+В„ … А„+В, 
Au c АД E E a 
An ++ And Aa + RA, 
分 块 阵 的 乘法 ; 
Ë АЗ mx p IERE B # p Xn 矩阵 ,并 且 分 块 表示 成 
An з M Ё - j 
An A, B, = B, 


其 中 对 A 的 列 的 分 法 与 对 B 的 行 的 分 法 完全 一 致 , 即 Ал, Аш, +, As 的 列 数 分 别 等 于 
By, Bi, „ВВ i m1,2,5:j1,2,r. RI 


kA= 


дс, DAB, ihes 00 
利用 分 块 矩 阵 的 乘法 ,可 以 说 明 许多 问题 . 比如 , 若 AB 有 意义 ,将 B 按 列 分 块 , 记 B 
= (Bı Ba…B,), 则 
АВ= (АВ, 4B:… AB). 
从 而 有 
AB-0GAB,-0,i 1,2, эз. 


即 AB—O 的 充 要 条 件 是 B 的 每 一 列 B, 都 是 方程 AX = 0... 
REF HO ЖЕРЕ. 
设 
A= 

则 

9 Ау 

An … Ае 

А'= : NE 

LA, А, 

特别 地 


۰46° 


A; 
(A A; А) = 

| 
Bj 
B, 
‚| =‹®, Bu o B. 
B, 


9012 RA Ru Ж.В 是 mX p BRE. TEE 
"Го... 

б» =] [Е e 

lo. aJ le, "J 

-b ile HEr] 


, 
Гад а - ] 
B'O,.,"F2bEE,J L—2E, 


bd [> ] 
= + 
L2E,J L—2E, 
Lo 


2.6.3 分 块 对 角 阵 与 分 块 三 角 阵 


形 如 
А, 
zl ^u | (7) 
的 分 块 阵 称 为 分 块 对 角 阵 . 
形 如 式 (7) 的 分 块 对 角 阵 A 具有 下 述 性 质 : 
(O) 当 4,4:，…4, 都 是 方 阵 时 
Ar 


(2) ЩА, Ann А, 都 是 方 阵 时 ,由 行列 式 定义 可 得 
1А|= 1А, А15 1А,1. 
-47° 


(3) 当 |4,| 关 0,i 一 1,2,…,s, 时 ,4 RIS GER. 


Ai 
A; 
A= 
AD 
类 似 地 (注意 区 别 ): 
АЈ" 
4: " АД 
А, lis 
例 13 设 
гю 000 
уа 100 
T оза’ 
0 0 2 
RIAIR A~. 
解 
-| NIN 
- i2 llo 


形 如 


„48. 


| 
2 


的 分 块 阵 称 为 分 块 三 角 阵 . 
由 行列 式 定义 可 知 , 当 А,В 都 是 方 阵 时 ， 


É: C 5r 
MEO 
同 理 
А 0 
| 中 -anal 
_ STA CTA 0 
жаа plal 5) изява во. 


例 14 设 4 是 =” 阶 非 奇 异 矩阵 ,B 是 mnX1 ERE ,b ЖЖ. А” Ж A 的 伴随 阵 , 记 
E 0 A В 

a И e-[; 外 

试 证 :PQ TSB A BÉD. 


E 0 A B 
um Ра = (вд. » Ë: il 
-[ A B ] 
` L-B'A'A+|A|B' —B'A'B+|Alb. 
[A B ] 
Lo —B'|A|A^!B-|AIo 


ГА B ] 
Lo lAl@—B'A-'B) T 

IPQI=|AF'@—B'A'B). 
ВАЗА 150, | PQI S065 B' A7! Bb АТ PQ 可 逆 的 充 要 条 件 是 p'a В 
4( 可 利用 PQ жич О 可 逆 给 出 一 个 简单 证 明 ). 


2.7 分 块 阵 的 初等 变换 


2.7.1 分 块 阵 初等 变换 的 概念 


在 理论 推演 中 ,常用 到 分 块 阵 的 初等 变换 , 它 是 矩阵 初等 变换 的 简 缩 形 式 . 分 块 阵 的 
初等 变换 是 指 对 分 块 阵 施行 的 如 下 三 种 变换 : 


(1) 交 换 分 块 阵 的 菜 两 行 ( 列 ); 
.49° 


(2) 用 某 一 可 逆 阵 已 在 左边 (右边 ) 乘 分 块 阵 的 某 一 行 ( 列 ); 
《3) 用 某 一 矩阵 K 在 左边 (右边 ) 去 乘 分 块 阵 的 某 一 行 ( 列 ) 加 到 另 一 行 ( 列 ) 上 去 . 
这 里 的 分 块 及 运算 都 假设 是 可 行 的 ,以 下 同 - 
AC 
为 方便 ,我 们 以 M=| 5 s| зине иша. 
对 分 块 单位 矩阵 实施 一 次 分 块 阵 初等 变换 得 到 的 矩阵 称 为 分 块 初等 阵 . 比如 ,对 
Е, 0 
£= A 
进行 一 次 分 块 阵 的 初等 变换 得 到 : 
p [? Elaf? =] 
E, ol"LE, of 


(2) ñ MUN MEL 


e [x Les zl 
这 些 都 是 分 块 初等 矩阵 


85 2. 5. 2 节 中 初等 矩阵 左 ( 右 ) 乘 矩阵 的 效果 类 似 , 用 分 块 初等 矩阵 左 ( 右 ) 乘 给 定 的 
分 块 阵 M, 只 要 乘法 可 行 ,其 结果 就 是 对 M 作 相应 的 分 块 阵 的 初等 变换 . 事实 上 , 当 分 块 


初等 阵 在 左边 条 | еня 


[k ilio ]او‎ бы 
жр ара, MEER “| 时 ,有 
[5 sie oj-[s ol 
D sl кгр ab 
[; le 4-55 sl 
Jtt P ЕГШ. Hi kal EIER UFR FF OD EB чаа K 
列 行 ( 列 ) 初 等 变换 . 从 而 下 列 事实 成 立 : 
CD 对 分 块 隆 进行 分 所 初等 变换 ,不 改变 这 个 分 抉 阵 的 秩 。 
(2) 对 分 志方 隆 进行 第 3 类 分 块 初等 变换 ,不 改变 这 个 分 块 方 阵 的 行列 式 的 值 ， 


(3) 如 果 A.B 为 方 阵 , 且 
"n 


É C:E MEG 0:A A 
10 E D, BJ 


ГА CT! [A С, 
[р A d al 
利用 这 些 性 质 , 可 以 解决 数学 中 的 许多 问题 . 下 面 举例 说 明 这 些 应 用 . 
#115 试 证 行列 式 乘法 公式 : 
1481=141181， 
其 中 A,B 都 是 阶 方 阵 . 
证 明 由 于 对 分 块 阵 进行 第 3 类 分 块 初等 变换 不 改变 方 阵 的 行列 式 . 于 是 


tani |42 | 0 —AB -|z Es] 
E, El |Е, E, E 0 
0 —AB| |A о 
-ls o |- А 中 -anal 0 
例 16 i A E n Bro TE ‚В J m 阶 方 阵 , 试 证 
A C| се 
|5 g| 14118 DA"CI. 
证 
A C| n+pa-on [А с 
|б B| |, в-рл-с! 


=14118-рат'сі. Û 
二 阶 行列 式 的 对 角 线 展开 法 则 ,不 适合 于 分 块 阵 . 但 是 ,如 果 А,В,С H DRE n Bt 
方 阵 ,4 FIN, B. AC=CA, 则 (习题 31) 
А B 
É D 
917 i A R m Xn HERFE, B JE nx m 和 矩阵 ,证 明 
|E.—AB|- |E.—BA| (8) 


E. А 
证 明 [M 2], 由 分 块 阵 的 第 3 类 初等 变换 不 改变 行列 式 的 值 ,得 
E. À E. A | 
=|Е,—ВА|, 
В E| |0 E.—BA| 
E. A| |E.—-AB A| 
B ME 0 E. 


| =|АР—СВ|. 


—|E.—AB|. 


于 是 
|E.—AB|= |E.—BA|. 


RORA, 34 m>n 时 ,可 以 把 m 阶 行列 式 |E. 一 4B| 转 化 为 阶 行列 式 |E, 一 BA1 


来 计算 . 利用 (8) 式 ,还 可 证 明 当 mZ>n A20 时 
ІАЕ, AB] =2" "|АЕ,–ВА|. 


事实 上 : 
[АЕ„,—АВ| in |Е„—--АВ|=°|Е,—1ВА|=Х"|3Е,—ВА|. 
9/18 HA Em ШЕ, B FE п ТЕРЕ C Ë m Xn EBE ,D Ë n Xm 矩阵 , 试 证 


ILI 


É HS А 01C ay ro Ba 

D B Loi xb a] -[ ecu 
证 因为 
С А;Е, 0 
b oio ] 
n+(—CB- Dr [5 А: 

B00 E, 

10 2 
A E. Led 


0 Bc ] 
-ACBOS 


所 以 


HL 
其 余 类 似 可 证 ,请 读者 自己 证 明 - 


2.7.2. 利用 分 块 阵 的 初等 变换 计算 矩阵 的 秩 


在 2.4 节 ,我 们 曾 介绍 了 和 矩阵 秩 的 四 条 性 质 . 下 面 利 用 分 块 阵 的 初等 变换 ,再 给 出 矩 
阵 秩 的 几 条 性 质 . 
4 0 
O rl ]=RA+RD: 


А. С 
(2) Rl s eR RUD; 


G) RCA B)<SR(A)+R(B); 
(4) R(A+B)<R(A)+R(B); 
(5) RC(AB)<min[R(A),R(B)); 
(6) ЖА Jg mXn Ж.В H nX p ВЕ, 
R(AB)>R(A)+R(B)—n, 
特别 地 , 当 4B 一 0 时 ,R(4) 十 RCB)<m- 
证 (1) 设 RGD ri RG) =r, WEE ERE AE Pi Q PQ E 
+52. 


E, 0 ГЕ, 0 
Pua=[ ]. P:BQ,= | * 1 
о O 0 


0 
于 是 
E, 0 0 0 
А отл |o о 0 о 
ІА ME о 0 E, ol" 
po) s 
0000 
所 以 
А 0 
LA s] ттк), 
可 以 类 似 地 证 明 (2) 和 (3), 请 读者 自 证 之 . 
^" [4 P pes 43] 
о Bletalo B 
得 
RARE =R, MEM A nacen. 
(5) 设 АЖ mx n BER B HE nX p Е, 
由 
(A04, 0-199 (4, AB), 
В 7 ntan f B 
[2 ] PAL 
知 
R(A)=R(A,0..,)=R(A,AB)>RCAB), 
к‹в›=к| g ]=a[ 8 Juan. 
бе АВ. 
所 以 
КСАВ)<тіп (КСА) ,RGD ). 
(OH A È m Xn EBE. B R nx p БРЕ, 
由 


4 0 [0 —AB ۴ pul Е 0 
[= sle B F E о J lo АР] 
知 RCD+RCDO<R[ A MEI M ]- eo Ram es Ram. 
E, B. 0 AB 
即 


R(AB)>R(A)+R(B)—x. — 
#19 d A 为， 阶 方 阵 , 且 3E,-4A—4A'—0, 8 RCE. +2A) +R(3E,.—24) =n. 
证 由 3E, 十 44 一 44? 一 0, 得 
.53。 


(E.+2A)(3E.—2A)=0. 
由 上 述 性 质 (6) 知 


R(E.+2A)+R(3E.—2A)<n, 


H (E, +2A) + (ЗЕ,—2А)=4Е.„, Ж ЕЖЕ (4)18 
R(E.+2A)+R(3E.—2A)2>R(4E.)=R(E,)=n. 
综合 之 ,得 


R(E, +2A)+RGE,—2A)=n. ] 
习题 二 


"EE 2] = [= E -[5 Ж 
x жал? i в а a) Сз ل‎ 
计算 :(1) A+B; (2 А-В; (3) 2А+3С+В. 


-1 2 
2. wall | | [жене 


3. —3. l 


1 
4 3 г 4 

а) | -2 3/2, о азар 
1 


Р 21 яро 
@ аз? он (4) |o 1 -1|l2 3 
12 0 1 
1 
Л au ав] Ë ] 
ап аз аз 
(5) | LA lE an|; (6) [ ] k 
4n а: as][m an аш en] [n 
(7) Ë an as||z|; (8) (ri T: za) lan аһ аз | T: 
n an anl л» n an anl وجا‎ 
4.” 设 A,B 都 是 n 阶 方 阵 ,证 明 : 


а) MH АВ= ВА Bl, (A+B) —A' £2AB-EB's 
(2) 当 且 仅 当 AB—BA BE. 4° — В'= (А+В)СА— В): 


‹з› 如 果 AB- BA MAHB" = PICLATB Qn 
其 中 Ct 表示 从 m ТЖ XP ul k КАЛЖА. 
5. 计算 (n 为 自然 数 ): 


.54- 


| 


e 


k, . 7 
а) | k, [ (2) wal 
to 1 
ks 
0 a o pay 
(3) ос; w ол sj 
оо 0 0 1 
А 
3 47 
©) [ 7 © ||—з|21 2 
4 一 3 
LL 2 
求 下 列 矩阵 的 行列 式 (n 为 自然 数 ) : 
no 2 з 
S 11 68 
= € 
а) 0 1 Oj; ен 
0 0 1 
10 24 
1 3 поо sa on 
@ |o 2 | 20 оу 288 
لاوا‎ |.9 0 SE 1 
0 0 —3 2 
试 证 : 当 且 仅 当 АВ= ВА it, (AB)' = A' B'. 
求 下 列 矩 阵 的 逆 阵 : 
et 10258 
c : 2 ta | 2045 
D |з 4 ; бы 8l! 
е. loo 0 1 
А [2-1 60 
cos 一 sing 
(3) |, pi aà |-1 2 -ils 
sin cos IX 
T0 a 0 07 
[1-50 У 0 0 а o|. 
@y [5979 9 © s e e om lame. 
He оо 0 a 
ыр a 0 0 9 
求 下 列 等 式 中 的 矩阵 X: 
[2 -1 
2 5 4 一 6 | n-13 
(69) [ ] -[ } (2) gs 1 J- КНУ 
1 5 2 1 е ДЕН 


e Li bL «E 


1 1-1 
Ф на ага 1: E 
1— 1 
2 0 0 
10， 设 4=|1 2 0|,ЖЕ АВ-А+В,Ж В. 
1 1 2 
1. 已 知 AP=PB, 其 中 
po o0 1 00 
В= |0 0 | P=|2 —1 o); 
0 0 -1 i2 11 
RARA. 
12. ЖЕЎИ ЖЖ: 
n 2 -1 © Nn 3 21 
A=|1 1 ,站 ZI 
E 3052 532 
1238 1-1 0а 
epi р=| o 1-1 | 
з у 9 L- 0 1c 
13.  А(Е-С'В)'С' ==E, 其 中 
1-1 0 0 [2 13 4 
pe 171 9, c- 213, 
0 0 1-1 0021 
о 0 0 L 0002 
* A. 


14. 试 证 : 若 对 某 正 整数 人 , 方 阵 A' =0, RU 
(E-AY! SE A e AI 


BÀ 3 PIEPER: 
(1) (A+3E)7(A*—9E); 
(2) ‹ВС'—Е)' (AB! +[(BA)' 1". 
16. HAWN УВЕ, Gr basan aras а0%0.8 fCA) 70. 


56° 


试 证 4 可 逆 , 并 用 4 表示 AC. 


17. 
18. 
19. 
20. 
21. 


ЖА R: mX n BER EXEC X LAB EE X BA АХ=0„. RE А=0. 
Илл ИЗ, Н 4: 一 0, 证 明 А=0. 
Ж АЕ, , ПЕВ R(A+ E.) + R(A—E.)=n- 
Ж АЖ тхл Е.В J& nX p ER, RCA) —n WE R(AB)=R(B). 
Ж A,B 都 是 m Xn EE. A 经 初等 行 变换 可 化 成 8, 若 记 

A= (asas, m), Boe RO. 


Wis p= в, B s Dkey. 


26. 


=R(B). 


1 ат] 

-| i IF n ARK. 
PES 1 
3 4 0 25 

4 -3 0 0| 

0 0-1 1| I 

的 

d A Jg n BF EE RE RAOS 的 充 要 条 件 是 存在 两 个 ”X1 ERE UT fk A= 


设 A 为 ， 阶 可 逆 方 阵 ,4 为 A 的 伴随 阵 , 试 证 : 
GQ) A'-lAIA^s 

(2) qaman 

D Ca =A; 

w latela 

设 3 阶 方 阵 4 的 行列 式 14|=4, 求 : 


а) la'l; (2) |( 一 4) |; 
a 
o [2А] -4a 1; (O dA. 


dt 4 阶 方 阵 Am (а, Х.Ү,7).В= (8.Х.Ү.2).|14|=4,1В|=1.%14—В|. 
d A 为 n 阶 方 阵 ,n ВАЛ A=E,,|A| =1. RIEIE.~A| =0. 
设 4 是 nn 阶 方 阵 ,车 对 任意 nX1 和 矩阵 B.AX= B 都 有 解 , 则 4 是 可 逆 阵 ,证 明 


设 A= (asas uu nem BEER LA | m a 
Ја, a, a s auras a, s |. 


设 4,B,C,D Ж n BIER А 可 逆 , 且 ACT CA RE: 


|а в I 
=|AD—CBI. 
Ic Di 


设 4,B 都 是 mxXn 和 矩阵 ,证 明 :A4 经 初等 变换 可 以 化 成 B 的 充 要 条 件 是 КСА) 


TE 


33. 设 A4 是 x 阶 非 奇异 矩阵 ,B E л х1 矩阵 ,是 常数 , 记 
[А В 
ыр D 
试 证 Q 可 逆 的 充 要 条 件 是 B'A Beb. 
34. FHA En WEE ATA 的 伴随 阵 , 试 证 : 
n, R(A)=n Hi, 
surdis Race im, 
0,4 RCA)<n—1 Bf. 
35. W A= (4,0 nx» 矩阵 , 称 


ил= Dau 
为 4 (ds. А,В n Xn ЕРЕ, Е. 
QD tr(A+B)=trA+trB; 
(2) tr(kA)=ktr (A); 
(3) САВ) = (ВА); 
(4) АВ—ВАз&Е.; 
(5) # A 还 是 可 逆 阵 , 则 САВА) =trB. 
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第 三 章 NAAS 


空间 解析 几何 是 用 代数 方法 研究 几何 空间 中 几何 问题 的 一 个 数学 分 支 . 在 空间 解析 
几何 中 ,几何 向 量 是 一 个 有 力 的 研究 工具 . 本 章 主要 讨论 如 下 几 个 问题 : 

1. 几何 向 量 的 线性 运算 及 线性 相关 性 . 

2. 几何 向 量 的 数量 积 、 向 量 积 和 混合 积 . 

3. 空间 中 的 直线 与 平面 . 


3.1 几何 向 量 及 其 线性 运算 


3.1.1 几何 向 量 的 概念 


描述 连 度 、 加 速度 、 力 等 既 有 方向 又 有 大 小 的 量 , 称 为 向 量 或 矢量 . 向 量 有 两 个 特征 
一 一 大 小 和 方向 ,几何 中 的 有 向 线段 恰好 具有 这 两 个 特征 抛 去 一 般 向 量 的 具体 意义 ,我 
们 用 几何 空间 中 有 向 线段 表示 向 量 , 并 称 这 样 的 向 量 为 几何 向 量 ( 有 时 简称 向 量 )， 有 向 
线段 的 长 度 表示 向 量 的 大 小 ,有 向 线段 的 方向 表示 向 量 的 方向 . 以 4 为 起 点 ,B 为 终点 
的 有 向 线段 所 表示 的 向 量 记 为 4 户 ( 图 3.1). 有 时 也 用 一 个 黑体 字母 表 

В 示 向 量 ,如 a,b,n 等 .向量 的 大 小 叫 向 量 的 长 度 (也 叫 向 量 的 模 ). 向 


4 ЖАЁ,а 的 长 度 依次 记 为 14 声 | 和 |a|. 长 度 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 
. 起 点 和 终点 重合 的 向 量 称 为 零 向 量 , 记 为 0. 零 向 量 的 长 度 等 于 0, 零 
LES 向 量 的 方向 可 以 看 作 是 任意 的 


在 实际 问题 中 ,有 些 向 量 与 其 起 点 有 关 , 有 些 向 量 与 其 起 点 无 关 ,本 书 只 研究 与 起 点 
无 关 的 向 量 , 并 称 这 种 向 量 为 自由 向 量 . 这 样 的 向 量 可 以 平行 移动 ,所 以 如 果 两 个 向 量 a 
*ü b 的 长 度 相等 ,又 互相 平行 ( 即 在 同一 条 直线 上 ,或 在 平行 直线 上 ), 且 指向 相同 , 则 说 a 
与 5 相等 , 记 为 a=b, 也 就 是 说 ,平行 移动 后 能 完全 重合 的 向 量 是 相等 的 . 因为 本 书 讨论 
的 是 自由 向 量 , 故 可 以 说 任 两 向 量 共 面 . 


3.1.2 几何 向 量 的 线性 运算 


向 量 的 线性 运算 是 指向 量 的 加 法 和 数 与 向 量 相 乘 . 
# а=ОА,в=ОВ, HUE a 5 b AM a+b 是 一 个 向 量 , 它 是 以 GAO 为 邻 边 作 平行 
四 边 形 OACB 后 ,再 由 点 O 与 其 相对 的 顶点 C £ RE . RÛ a + b= OC 3. 2). 这 种 
方法 叫 平行 四 边 形 法 . 如 果 两 向 量 一 0 和 与 4 一 G 太 在 同一 直线 上 ,那么 规定 它们 的 和 是 
这 样 一 个 向 量 : 当 X 与 0 让 的 指向 相同 时 ,和 向 量 的 方向 与 原来 两 向 量 的 方向 相同 ,其 长 
度 等 于 两 向 量 长 度 的 和 ; 当 0 和 与 5 户 的 指向 相反 时 ,和 向 量 的 方向 与 较 长 的 向 量 的 方向 相 
53。 


同 ,而 长 度 等 于 两 向 量 长 度 的 差 . 
在 图 3. 2 th, AC- OB — b BEDA iE a 的 终点 与 5b 的 起 


点 重合 , 则 由 a 的 起 点 O 到 6 的 终点 C ñB ШОС a,b 的 Š 
和 向 量 , 即 GC 一 ab, 这 种 方法 叫 求 向 量 a 5 b 和 的 三 角形 
法 . 

按 定义 ,容易 证 明 向 量 加 法 满足 : 0 С 3 

(OD a+b=b+a XRD: 

(2) (a-+-b)+e=a+ Фс), em 

(3) a+0=a; 


(4) a+C—a)=0. 

由 于 向 量 加 法 满足 结合 律 ,多 个 向 量 相 加 ,不 必 加 括 弧 指 明 相 加 的 次 序 . 求 多 个 向 量 
aaz, a, 之 和 时 ,只 要 让 前 一 向 量 的 终点 作为 次 一 向 量 的 起 点 , 则 a, 的 起 点 与 a, 的 终 
点 相连 并 指向 后 者 的 向 量 等 于 atat +a. n=3 的 例子 如 图 3.3 所 示 . 5 re fb b 的 
长 度 相等 而 方向 与 b 的 方向 相反 的 向 量 称 为 上 的 负 向 量 , 记 为 一 b. 向 量 a 与 一 b 的 和 向 
量 记 为 a 一 b=a 十 (一 b), 称 为 a 与 5 的 差 ( 见 图 3.4). 


图 3.3 


为 了 表示 几何 向 量 的 “伸缩 ”, 我 们 定义 实数 与 向 量 的 乘法 (简称 数 乘 运算 ). 
实数 与 非 零 向 量 a 的 乘积 是 一 个 向 量 , 记 为 ka. 它 的 长 度 |ta|==|k|lal. 它 的 方 
向 : 当 k>0 时 ,与 a 同 向 ; 当 k<0 时 ,与 a 反 向 ,如 图 3.5, 24 k=0 时 ,方向 不 定 ( 此 时 ka 


是 零 向 量 ). 
车 a=0, 对 任意 实数 ,规定 ka 二 0. . 
实数 与 向 量 的 数 乘 满足 : ЕУ 。 
(D la=a,(—1)a=—a; А 9 d 
(2) АЙа) = (Ка; E» 


(3) k(a+b)=ka+kb; 

(4) Gc Daka la. 

显然 ,只 要 a 不 是 零 向 量 ,a/ |a| 就 是 与 a 同方 向 的 单位 向 量 , 记 作 a ,于 是 a= lala. 

例 1 在 平行 四 边 形 ABCD fj iE AB a AD b. 试用 a fü b RRMA. MB. MCH 
MD. jx М 是 平行 四 边 形 对 角 线 的 交点 (图 3- 6). 


图 3.5 
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# ша+ь=2АМ,@ 


MA=-+G-+b, 


Мб=—МА=-+у(а+5). n D 5 
由 一 a 十 5 一 2 М8 m36 
Mb-la-e. MB=-MD=}(a—b). 


3.2 几何 向 量 的 数量 积 ,向 量 积 和 混合 积 


3.2.1 向 量 在 轴 上 的 投影 


设 有 两 个 非 零 向 量 a,5, 任 取 空 间 一 点 O EO À — a OB =. ЖЇЗЇ л 的 人 AOB( 设 
0== 人 A0B,0<0<") 为 向 量 a 5 b 的 夹 角 ( 图 3.7), 记 作 4a,b), 零 向 量 与 男 一 向 量 的 夹 
角 可 以 在 0 到 * 间 任意 取 值 . 可 以 类 似 地 定义 向 量 与 一 轴 的 夹 角 及 两 轴 的 夹 角 

设 有 空间 一 点 A 及 一 轴 v, 通 过 点 A 作 轴 的 垂直 平面 ,那么 称 平面 x 与 轴 x 的 交 
AAKA AEM u 上 的 投影 (图 3.8). 


图 3.7 图 3.8 


定义 3.1 MARBRE AREA B 在 轴 上 的 投影 分 别 为 A' 和 B (图 3.9)， 
JH A u ARREA B H A B' (其 绝对 值 等 于 137 B | .其 符号 由 可 不 的 方向 决 
[A HATE? 5 u RAMEE; ЧА B5 u НЕА АА ВАЕ PET 
投影 , 记 作 Prj, AB Su 叫 投影 轴 . 

定理 3.1 ARABE и 上 的 投影 等 于 向 量 的 长 度 乘 以 轴 与 向 量 的 夹 角 的 余弦 : 

Prj, AB= |АЁЙ|созб. 

证 ”如 图 3. 10, 通 过 向 量 4 记 的 起 点 A 引 轴 i ,使 与 轴 平 行 且 具 有 相同 的 正方 

向 ,于 是 轴 SAHRA О и ABHRA TEE 
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图 3.10 


Prj. AB=Prj. AB. 
但 
Pr). AB- AB = [АЁ |cost, 
所 以 


Рг), AB= | AB cost. 1 

由 此 可 知 :相等 向 量 在 同一 轴 上 的 投影 相等 . 当 一 非 零 向 量 与 其 投影 轴 成 锐角 时 ,其 
投影 为 正 ;成 钝 角 时 ,其 投影 为 负 ;成 直角 时 投影 为 零 . 

定理 3.2 两 个 向 量 的 和 在 某 轴 上 的 投影 等 于 这 两 向 量 在 该 轴 上 的 投影 的 和 , 即 

Рг), (а, +a) = Prj.a; +Prj.a;. 

证 设 w 为 投影 轴 , 作 折线 ABC {EAB =a, 
本 =as, 由 向 量 加 法 的 三 角形 法 则 可 知 ,向 量 3C 就 
是 它们 的 和 (图 3.11), 即 

АС=АЁ-+ВС=а,+а.. 

设 4,B,C 在 轴 w 上 的 投影 分 别 为 4',B'， 

C' ,那么 


Prj, AB=A'B', 

Prju BE=B'C' , 

Prju AČ=A'C'. 
HI FX A' ,B' ,C' ER u 上 的 位 置 如 何 , 总 有 
A'B'+B'C'=A C, 


msn 


所 以 рг}, AB + Prj, BC— Рг). АС. 

即 Pria +Ртђһа,= Рт). (а +а). J 
3.2.2 几何 向 量 的 数量 积 
先 看 一 个 例子 . 


设 常 力 下 作用 在 质点 m 上 ,使 点 m 产生 位 移 5. 那么 力 下 使 质点 m 产生 位 移 $ 所 做 


的 功 为 
W=|F| |S lcos0. 
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ЕӨЗ F 5 S 的 夹 角 . 还 有 许多 问题 ,都 要 对 两 个 向 量 a,b 作 类 似 的 运算 . 

定义 3.2 ik a b ТЛА, 1а | |b |cos0(0= (а,6)) уа 5 b 的 数量 积 或 内 
积 , 记 作 a *b 或 (a,5), 即 

a * b=(a.b)= |a| |Б|созб. 

根据 数量 积 的 定义 ,两 个 几何 向 量 的 数量 积 等 于 零 的 充 要 条 件 是 a 二 0, 或 b=0 或 6 
一 也 .我们 规定 零 向 量 垂 直 于 任何 向 量 . 这 样 ,两 个 几何 向 量 互相 垂直 的 充 要 条 件 是 它们 
的 数量 积 等 于 零 - 

由 于 |blcos(a,b) 是 向 量 b 在 向 量 a 方 向 上 的 投影 ,所 以 , 当 a 才 0 时 ,a*b 就 是 a 的 
长 度 |al 与 b 在 a 的 方向 上 的 投影 Prio ZR 

a * b= |a |Prjb, 

同样 a * b= |b|Prja. 

向 量 的 数量 积 具有 下 列 性 质 : 

Q) a*b=b，a( 交 换 律 ); 

(2) (ka) *b—k(a * b); 

(3) (ab) cea c+b*c( 分 配 律 ); 

(4) a* a 之 0. 此 外 ,a* a=0 的 充 要 条 件 是 a 一 0. 
把 (3) 推 广 ,可 得 


(atatao +++ = 22 Do by 
由 数量 积 的 定义 ,可 得 几何 向 量 长 度 |a| 和 夹 角 <a,b 二 的 公式 : 


lal= /а.а, 
cos(a b) АВГ. ' - 
注意 :向 量 的 数量 积 不 满足 消去 律 , 即 在 一 般 情况 JU SN 
z 


下 ,a* Беа + с,а30 => b=c. 事 实 F,a* b=a*c 是 
йа * (b 一 ce)=0, 即 a 与 5 一 c 垂直 . 同样 a* b=c + b,b 
#0 => а=с. 
例 2 用 向 量 的 数量 积 ,证 明 恒 等 式 : 
la+o| + 1а—612==21а12+2151° 
Bp ,平行 四 边 形 对 角 线 的 平方 和 等 于 四 边 的 平方 和 ,如 图 3. 12. 
证 la+b|'+la—b|° 
= (a+b) * (a+b)+(a—b) * (a—b) 
—a-*acr2a*bb*b--a*a—2a* btb*b 
—2a*a-c2b*b 
=2lal:+2lbl:. I 


3.2.3 几何 向 量 的 向 量 积 


设 a,b,c 是 几何 空间 中 三 个 几何 向 量 ,如 果 把 a,b,c 的 起 点 放 在 一 起 ,将 右手 的 四 指 
۰63° 


图 3.12 


CRASHED HI a 转 到 b( 转 过 的 角度 (a,b) IPF r p P DA 
伸 开 的 拇指 的 指向 就 是 e 007 E], WJ fk a b.c 构成 “右手 系 " 如 图 
3.13. 
定义 3.2 设 a,b 是 两 个 向 量 ,车 向 量 c 
WE. 
QD) lel= lal lb|sin0,0= (a,b); 
(2) cla,lb; 
G) 向 量 a,b,c 组 成 右手 系 ， 
则 称 向 量 c 为 向 量 ab 的 向 量 积 , 记 为 aXb. 
车 a,b 中 有 一 个 是 零 向 量 ,规定 aXb=0. 
由 向 量 积 的 定义 可 知 :aXb=0a 与 5 平行 . 
由 于 |a|。1blsin9 等 于 平行 四 边 形 ABCD 的 面积 
(图 3.14), 所 以 , laxb| 的 值 与 以 a.b 为 邻 边 的 平行 四 边 
形 的 面积 的 值 相同 . Ah 
几何 向 量 的 向 量 积 具有 下 列 性 质 : 
Q) aXb=—bXas 
(2) (ka) Xb=k(aXb)=aX (kb); 
(3) (a+b)Xc=(aXc)+(bXe); 
aX (i-re) (aXb)+ (aXe). 
注意 : 人 向 量 的 向 量 积 不 满足 交换 律 ， 

四 向 量 的 向 量 积 不 满足 消去 律 , 即 在 一 般 情况 下 ,aeXb 
—aXc,a*0 => b=c. 同样 ,在 一 般 情况 下 ,aXb=cXb,b 取 0 == 
а=с. 

向 量 积 有 明显 的 物理 意义 . 设 有 一 个 圆锥 形 刚体 以 等 角速度 o 
绕 其 中 心 轴 世 转动 ,w 的 方向 按 * 右 手法 则 "规定 为 ;用 右手 担 住 轴 
工 ,四 指 指向 旋转 的 方向 , 则 伸 开 的 拇指 的 指向 就 是 的 方向 (图 
3.15). 此 时 ,点 P WREE v 的 大 小 为 

lvl lol 10:21= 19102 sint |oxOP. 
vy 的 方向 恰 为 XO 疡 的 方向 ,所 以 

vy—wxOF. 


3.2.4 几何 向 量 的 混合 积 


定义 3.4 已 知 三 个 向 量 a, fü c. ажр ахь, ЮНУС 
作 数 量 积 (aXb)*c, 这 样 得 到 的 数量 叫做 三 向 量 a bsc 的 混合 积 , 记 为 [abe]、 
由 向 量 的 混合 积 的 定义 可 知 : 
[abc]=0=a,b.c 共 面 . 
向 量 的 混合 积 有 如 下 几何 意义 :[abc]=(aX5)*¢ 的 绝对 值 表 示 以 向 量 a.b,c E 
的 平行 六 面体 的 体积 如 果 向 量 a,b,c 组 成 右手 系 .那么 混合 积 的 符号 是 正 的 ;如 果 a.b， 
-64° 


图 3.14 


< 组 成 左手 系 , 那 么 混合 积 的 符号 是 负 的 . 

PX Е.ШОА=а,ОВ=ь,ОС=с. R ARREN la xb | 
等 于 以 a $ü 为 边 所作 平 行 四 边 形 OADB 的 面积 ,a X b 的 方 
向 垂直 于 这 个 平行 四 边 形 所 在 的 平面 z, FL а,Ь,с 组 成 右手 < 
系 时 ,向 量 aX6b 5 c 指向 平面 «的 同 侧 ( 图 3.16); % a,b,c 组 y 


成 左手 系 时 ,向 量 aX 与 < 指向 平面 < 的 异 侧 . 如 果 设 aXb QU 
55 c 的 夹 角 为 a, 则 a 


[abe]= (aX b) * e= la Xl [e cosa. n 5 
BT a,b,c 组 成 右手 系 时 ,[abe] 为 正 ; 当 a,b,e 组 成 左手 系 
时 ,[abc] 为 负 . 由 于 以 向 量 a,b,c 为 棱 的 平行 六 面体 的 底 ( 平 
行 四 边 形 04DB) 的 面积 等 于 |aXb|, 它 的 高 h 等 于 士 |clcosa( 当 a 为 锐角 时 取 正 号 , 当 。 
为 钝 角 时 取 负 号 ) ,所 以 这 个 平行 六 面体 的 体积 为 
V=laXb| + |elcosa, 或 者 V= 一 |aXb|* |elcosa. 


图 3.16 


即 
Гаьс)= У ,或 者 [abe]= 一 V. 
向 量 的 混合 积 满足 ， 
(aXb) * ec (Xe) * a=(cXa) * b= —(bXa) * c=—(eXb) * a=— (aXc) * b, 
Bp [abc] [bca]= [cab ]= — Грас] — — [cba ] — — [acb]. 


3.2.5 几何 向 量 的 坐标 


为 了 将 几何 向 量 的 加 法 、 数 乘 、 数 量 积 \ 向 量 积 及 混合 积 的 计算 转化 为 数 的 代数 运算 ， 
我 们 先 引入 空间 直角 坐标 系 的 概念 ,并 给 出 几何 向 量 的 坐标 表示 式 (代数 表 示 式 ). 

过 空间 一 个 定点 0, 作 三 条 相互 垂直 的 数 
轴 , 它 们 都 以 O 为 原点 且 一 般 具有 相同 的 长 度 
单位 . 这 三 条 轴 分 别 叫 z 轴 ( 横 轴 )、y 轴 ( 纵 
轴 )、z 轴 ( 竖 轴 ); 统 称 坐 标 轴 .通常 把 工 轴 和 >》 
轴 配置 在 水 平面 上 ,而 = 轴 则 是 铅 垂 线 ;它们 的 
正方 向 通常 构成 “右手 系 ”, 即 Or,Oy 和 Ос 的 
正方 向 符合 “右手 规则 ”. 这 样 的 三 条 坐标 轴 就 
构成 了 一 个 空间 直角 坐标 系 , 记 为 Orys. 点 O 
叫做 坐标 原点 (或 原点 ) 

三 条 坐标 轴 中 的 任意 两 条 可 以 确定 一 个 平 
面 . 这 样 定 出 的 三 个 平面 统称 为 坐标 面 .zx 轴 
及 y 轴 所 确定 的 坐标 面 叫 rOy 1. 同样 , 另 两 
个 坐标 面 分 别 叫做 yO: HK Or GE. 三 个 坐标 
面 把 空间 分 成 八 个 部 分 ,每 一 部 分 叫做 一 个 卦 限 . Af т hoy 轴 及 < 轴 的 正 半 轴 的 那个 
卦 限 叫做 第 一 卦 限 ,其 它 为 第 二 ,第 三 ,第 四 卦 限 ,在 хОу 轴 的 上 方 , 按 逆 时 针 方 向 确定 
第 五 卦 限 在 第 一 卦 限 的 下 方 ,其 它 第 六 .七 .八卦 限 在 0y 面 的 下 方 , 按 逆 时 针 方向 确定 
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图 3.17 


《图 3.17). 

设 M 是 空间 中 任 一 点 ,P,Q,R 分 别 是 点 M 在 ry 轴 上 的 投影 . 记 P,Q,R 在 z， 
у 轴 上 的 坐标 依次 为 z,y,<, 则 点 M 唯一 地 确定 了 一 个 三 元 有 序 实数 组 (z,y,=). 反 
之 , 任 给 一 个 三 元 有 序数 组 (z,y,z), 按 同样 的 含义 ,也 唯一 地 确定 了 Oryz 坐标 系 中 一 个 
点 . 称 这 组 数 ryz 为 点 М 的 坐标 ,并 依次 称 zx,y 和 < 为 点 M 的 横 坐 标 、 纵 坐标 和 坚 坐 
ж. 坐标 为 r,yvs 的 点 M 通常 记 为 M(r,y,z). 

在 空间 直角 坐标 系 Oryz 的 三 条 轴 Occ Oy Oc 的 正方 向 依次 取 三 个 单位 向 量 i,j,k， 
称 其 为 基本 单位 向 量 . 

由 基本 单位 向 量 的 定义 可 知 : 


1хј=к.јх 
jxi=—k.kx j= 
iXi=jXj=kXk=0. 
下 面 指出 ,空间 中 任 一 向 量 a 都 可 唯一 地 表 成 
a,i+a,j+a,k 


的 形式 ,其 中 asaya. €R. 

取 点 M KON = a, iTA M 的 坐标 为 z,y,=( 图 
3. 18), 按 几何 向 量 的 加 法 和 数 乘 的 法 则 有 
a=0M=0M" +M M=0P+00+0R=ri+yj+zk, 
m а= (Prj,a)i+ (Prj,a)j + (Prja)k. 
若 还 有 

a=x'i+y' j+z'k, 

M) a—a=(r—z')i+(y-—y')j+ 
АЙ rnr i+ yy j+ 
于 是 (r-ri Суу )j*'i+(z—z')k*i=0, 
故 х—х'=0, 
即 т=т'. 图 3. 18 
同 理 у= 

定义 3.5 设 a 是 一 个 几何 向 量 , 若 

a=a,i+a,j+ak. 

Са, за, за.) а 关于 基本 单位 向 量 i,j,k 的 坐标 ,简称 坐标 (为 了 区 分 点 的 坐标 
与 向 量 的 坐标 ,有 时 将 向 量 坐 标记 为 {a ,a,,a.)). 

由 向 量 坐 标的 定义 可 知 ,a;=Prj:a， a,=Prja, a,=Prja. 

例 3 а=. M, M; 的 坐标 分 别 为 (ri,y = 和 (rzvyzvz:)( 图 3. 19), 求 向 量 
a 的 坐标 . 

解 根据 几何 向 量 的 运算 规则 得 
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a =ОМ,—ОМ, 


=(т+у}+;Ю)—(х{+у,]+ЕЮ) z 


=) (yy) j+ Gi zik. » 
а BASIC Gs — n yi 2:2). 
利用 几何 向 量 的 坐标 ,把 向 量 a — aita, j +a,k i fE 
За, ,ау,а.).В а= (a,,a,,a.). 进而 可 得 向 量 的 加 法 、 减 
法 、 数 与 向 量 相 乘 ,向 量 的 数量 积 、 向 量 的 向 量 积 、 向 量 的 
混合 积 等 运算 的 坐标 形式 . ⁄ 
设 
a=a,i+a,j+ak=(a,,a,,a.), 图 3.19 
b=bi+b,j+bk= (b, ‚5, b 
ce 一 ci 十 cv 十 ck 一 (ccyvc)， 
则 
а) a+b=(a,+ba,+b,,a:+b:); 
(2) a—b-(a,—b, ay —b, a,b) s 
(3) ka— (a, ka, ka, t 
(4) a * bab. a,b, abs; 
CE TIT DAE 
(5) а=] P += |в, ]- a, à, dels 
|, b, b, 
i j k 
PNE pje a yle ع“‎ 
М b, bl d& bl [br byl 
b, b, b, 
а, йу. а, 
(6) [abe] |, b, 5|. 
e c, 6 


(1),(2),(3) 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 ,我 们 证 明 (4),(5),(6). 
a*b=(aitajtak) * (bitb,j+bk) 
—asbi * i+apb,j * j+abk * k+ (a,b, abb * j+ 
(a,b,+a,b,)i * k+ (a,b. ab j * k 
=a,b, +a,b,+a:b. 
Hixi=0, jXj=0, kXk=0, iXj=k, jXk=i. kxi-j. 
kxj=—i, ixk-—j 8 
aXb =(a,i+a,j+ak)X (bitb, j - bk) 
—a,b Xi+ayb,j X j+azb.k Xk + a,b, X ja b Xk 
+ayb,j Xi +ab,j Xk +azb,k Xi--a bk X j 
= (ab. — ab, )i— (a,b. —a b.) j + Cab, a,b. k 
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i j k 
[2 а, а, а,| |a. ij z 
a — B = la, a, a. 
b, b, b, bl lbs b, 
b, b, b, 


[abe]= (aXb) + с= (a b,—a,b,)i— (a,b.—a.b,)j+ (a,b ,—a,b:)k) * (ci+c,j+c.k) 


= (a,b,—a.b,)c,— (a,b,—a.b,)c,+ (a,b,—a,b,)c, 


6 6 € 


由 向 量 的 数量 积 的 定义 及 上 述 (4) 式 ,对 于 向 量 4 二 (4:,4,,4:), 易 得 
lal= Va а= V at--ai-at. 
车 记 a 5 Oz. Oy.Oz 轴 之 间 的 夹 角 依次 为 a,B,7 则 
а, а, 
cosa= » cosg- ， cosy= Я 
aitaita аї+аў+а! atata 
称 a,B,Y 为 a 的 方向 角 , 称 cosa,cosB,cos7 为 a 的 方向 余弦 . 显然 
cosia 十 cos28 十 cos27 一 1， 


аеру 
lal’ lal’ Та 


例 4 已 知 三 点 MO(1,1,1),A(2,2,1) 和 B(2,1,2), 求 ZAMB RAAMB 的 面积 . 
М (ЕШУА, MB, LAMB Wi f it MA МЁ Ж, МА = (1,1,0), MË = 
(1,0,1). 从 而 


а, 


J= «засо сову). 


МА. MB-1x141x040x1-1; 
IMAI= VITITO= /2; 
|= /т+0+1= V2; 


МА.МВ 1 
cos LAMB) ТАТ UBL 2" 
HEEL ZAMBe S. 
AAMB HER Sana FMA SMBH E BUS IE 08 — 55 i 
i jk 
MÁxMB-|1 1 o|-i-j—k. 
101 


@ s 已 知 空间 中 四 点 :4(1,1,1),B(4,4,4),C(3,5,5),D(2,4,7). 求 四 面体 


ABCD 的 体积 . 
й “四 面体 ABCD HER Vaco FUARAG, AC, ADA REK PIA HEAR 
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的 于 ,而 该 平行 六 面体 的 体积 等 于 混合 积 [5 志方] 的 绝对 值 - 


АВ= (3,3,3). AC=(2,4,4) AD=0G.3,.6), 
3 3 3| 

2.4 je 

1 3 6| 


Vac + LAB ac АВ) = 1 X18=3. 


[AB АС АР]- 


3.3 ”空间 中 的 平面 与 直线 


取 定 三 维 几何 空间 中 的 一 个 坐标 系 (一 般 取 直 角 坐 标 系 ), 任 给 一 个 平面 (直线 L), 
所 谓 平面 r (ER DMF E REFE r (AA DD E FERE МО, y DM Ae x Gr. 
满足 的 一 个 方程 PCz,y，,z) 一 0, 并 且 满足 这 个 方程 FO(r.y,z)=0 HA Ma, y) EE 
平面 (直线 DE. 本 节 在 空间 直角 坐标 系 中 建立 平面 与 直线 的 方程 ,讨论 空间 中 点 й 
线 , 平 面 之 间 的 一 些 关系 . 


3.3.1 空间 中 平面 的 方程 
设 平面 + 通过 点 Mo(zu,yo,zo) 并 且 垂 直 于 非 零 向 量 m= (4,B,C), 如 图 (3. 20). 下 面 


建立 平面 r 的 方程 . 
称 垂直 于 平面 * 的 非 零 向 量 n= (4,B,C) 为 平面 + 的 法 向 z 
в. 


设 MG y ARE s EB ER WMM n 垂直 ,从 < 
而 


n M,M=o, 

ШМ,М=ОМ-ОМ,=(х—х,у—у,Е—),п= (А,В,С) 
А(т—хь)+ВСу— у„)+С(е—)=0. (1) 

即 平面 x* 上任 一 点 MG yz) 的 坐标 满足 式 (1). 反之 , 若 点 M(z， 


yz=) 的 坐标 满足 式 (1), 则 了, 矿 与 n EA MUR M 必 在 平面 + 上. 图 3.20 
从 而 式 (1) 就 是 平面 x 的 方程 , 称 其 为 平面 x 的 点 法 式 方程 . 
将 式 (1) 整 理 得 
Ar+By+Cz=+ D=0. (2) 


其 中 万 一 一 (4zro 十 By 十 Co), 称 方程 (2) 为 平面 x 的 一 般 方程 . 
由 于 任 一 平面 都 可 用 它 上 面 的 一 点 及 它 的 法 向 量 来 确定 ,所 以 由 上 面 的 讨论 可 知 , 任 
一 平面 的 方程 都 可 以 写成 形 如 式 (2) 的 三 元 一 次 方程 的 形式 . 反 过 来 , 当 ABC 中 至 
少 有 一 个 不 为 零 时 , 形 如 式 (2) 的 每 一 个 三 元 一 次 方程 都 确定 一 个 法 向 量 为 = (A,B,C) 
的 平面 . 事实 上 , 任 取 满足 式 (2) 的 一 组 数 zo, у»... 
Az By Cz D=0. (3) 


T 69. 


由 式 (2) 及 式 (3) 得 
4(z 一 zo) 十 BCy 一 y) 十 C(= 一 =o) 一 0. 4) 

这 是 通过 点 MG yo ФА Рп (4,B,C) 的 平面 方程 . 又 式 (2) 与 式 (4) 同 解 , 故 当 
4,B,C 不 全 为 零 时 ,任意 一 个 形 如 式 (2) 的 三 元 一 次 方程 都 是 平面 方程 . 

例 6 已 知 平面 + 过 点 M。(2,1,0), 且 平面 x 平行 于 向 量 a=(1,0,1) 和 b=(0,1,0)， 
试 求 平面 x 的 方程 . 

解 ” 由 于 平面 x 平 行 于 向 量 ae 和 20, 所 以 aXb 与 平面 zx 垂直 ,可 以 作为 x 的 法 向 量 . 
由 
Uik 
101 
0 1 0 
平面 r 通 过 Mo(2,1,0), 知 平面 x 的 方程 为 

一 1Gr 一 2) 十 My 一 1D) 十 (= 一 0) 一 0， 


axb= =—i+k=(—1,0,1), 


即 
工 一 2 一 2 一 0. 
例 7 iM asya) MiGe yi Mis ys JE B] PR E [d — AR BEAR EM 
三 点 , 试 求 过 三 点 Mi,M:，,M, HPH z 的 方程 . 
Ж h MMM, 在 平面 zx E RIMM МОМ FF л. 由 M, MM: 不 
HR MAMM, M.M RIR MOMS ME X MME ЖШ = 的 法 向 量 … 
М,М;,=ОМ;—ОМ\= G.—n yy 
MiM,-0M,—O0M,- (2, rs yis 


i j k | 


M.M.xM.M,= 


a 


~a Yey 


дузлу уту z 
X» |. 


X»—» aaj [BaT | 


zn d 
zn yoni 


ж—у fin лал, 22 
o= 

Уу ®у— жулу s 

m 


|in-n ys 
称 方程 (5) 为 平面 z 的 三 点 式 方程 . 
йв 设 一 平面 + 与 +,y,z 轴 分 别 交 于 Pta,0,0).Q(0,6,0) 和 有 R(0,0,c) 8 3.21), 
求 平面 + 的 方程 (其 中 .b,c 都 不 为 零 ) 
解 由 P,Q,R 三 点 不 共 线 , 可 知 平面 x 的 方程 为 


۰70۰ 


х—а у—0 = 一 0| 
0-a 5—0 0—0|=0, 
0—a 0—0 с‹—0| 


вр 
bcz-Facy abs — abc. 
由 a,b,c 都 不 是 零 ,得 
2+5+2=1. (6) 
称 方程 (6) 为 平面 x 的 截 距 式 方程 
例 9 设 平面 z 过 点 Mo(2,3,4) 及 = 轴 , 求 平面 x 的 方程 . 
解法 1 (待定 系数 法 ) 设 平面 的 方程 是 
4z 十 By 十 Cz 十 D 一 0. 
因 平 面 z 通 过 = 轴 , 故 点 (0,0,0) 及 (0,0,1) 在 平面 + 上 .于 是 C=D=0. 又 Mo(2,3.4) 在 


P r EM 24 十 38 一 0,4 一 一 立 B. 从 而 平面 x 的 方程 为 


—3Br+By=0, 


即 3r—2y=0. 
解法 2 易 得 平面 zx 上 三 点 0(0,0,0),P(0,0,1),Mu(2,3,4), 由 平面 的 三 点 式 方程 
知 平面 x 的 方程 为 
zy к 
001 
2 з 4| 
Bp 3r—2y=0. 
解法 3 ШОМ = 轴 都 平行 于 平面 ,所 以 可 以 取 平面 的 法 向 量 为 
li j k 
n=0M,xk=|2 3 а 
lo o 1 
由 平面 的 点 法 式 方程 得 平面 x 的 方程 为 (平面 * 过 原点 ) 
3r—2y=0. 


3.3.2 空间 中 直线 的 方程 


如 果 非 零 向 量 * 平行 于 一 条 已 知 直 线 LMF s 是 直线 的 方向 向 量 . 

我 们 来 建立 过 已 知 点 Mi Gr oz ,并 且 平 行 于 已 知 非 零 向 量 sim nn HER L 
MIE. 

设 点 M(zr,yz) 是 直线 上 的 任意 一 点 . ЖАЙ = Сг оуу) SII 
量 s 平 行 (图 3. 22). 于 是 存在 数 上 使 


M,M-ts. 


=0, 


于 是 


=z Fmt 
| : 


消去 :得 
u کے‎ a» 


易 证 ,点 MO, y TE BAR L EB TESURTEROUB IA т, 
у, = 满足 方程 (8), 故 方程 (8) 是 直线 工 的 方程 . 称 方程 (8) 
为 直线 工 的 标准 方程 , 称 方程 (7) 为 直线 工 的 参数 方程 - 

注 : 当 方程 (8) 中 m,n,p 中 有 一 个 为 零 , 例 如 m=0, 而 mn,p 关 0 时 ,方程 (8) 应 理解 为 

х—л,=0 
ls 
n Р 
Ë mns p 中 有 两 个 为 零 , 例 如 т=л=0,й p0 时 ,方程 (8) 应 理解 为 
| 
ly—»=0. 


图 3.22 


例如 ,方程 < 一半 = 这 表 示 的 是 一 条 过 点 M(4, 一 6,0) 且 平行 于 向 量 s= (5.0, 


7) 的 直线 T. L 的 方程 还 可 写成 
E 


T 
设 平面 P 
mi:4ir 十 Biy 十 Cl 十 Di 一 0， 
ma Ar + B,y+C,z+D,=0. 
7,71; 相交 于 一 条 直线 С 3. 23), 则 直线 LL 的 方程 为 
A,r+B.y+C,z+D,=0 
Канон ккан 
事实 上 ,了 上 上任 一 点 M(z,y,s) 既 在 m EXE x, E, 
Ж M(z,y,=) 的 坐标 满足 方程 (9), 反之 , 若 MCz,y'=) 的 
坐标 满足 方程 (9), 则 M(z,y,z) 既 在 mw 上 又 在 x;: 上 ,从 
而 必 在 直线 L 上. 称 方程 (9) 为 直线 L 的 一 般 方程 . 
给 定 一 条 直线 ,通过 直线 L 的 平面 有 无 限 多 个 ,在 
这 无 限 多 个 平面 中 任 选 两 个 (不 重合 ) 平 面 ,把 它们 的 方程 д 
联 立 起 来 ,所 得 的 方程 就 是 L 的 一 般 方程 - min 
#110 试 求 过 已 知 两 点 Mo(zoyyoyzs) 与 Mi Gn уз, 
DHAR L 的 方程 . 
解 由 于 MM, ELE AIMM = ary yn E L Ara. 又 
MG yo z)1£ L Е.І 83/87 
.72 。 


(9) 


1—5 y—» 
те X» 


称 方程 (10) 为 直线 了 的 二 点 式 方程 . 
例如 ,过 点 Mo(1,2, 一 D) 和 M.C 


(10) 


即 
EE 
5r+2z—3=0. 
例 11 设 直线 工 的 一 般 方程 为 
ааа 
т+4у+2:=0, 
试 求 工 的 标准 方程 和 参数 方程 . 
解 设 m : r+3y+2z=0 


m: r+4y+2z=0. 
mom 的 法 向 量 分 别 为 m= (1,3,2),л;= (1,4,2). 它们 的 向 量 积 是 工 的 方向 向 量 . 
i j «| 
тхт=|1 3 E 
ha42 
又 M,(0,0,0) 在 直线 二 上 MONA 工 的 标准 方程 为 


令 
得 直线 L 的 参数 方程 


3.3.3 上 距离 


先 来 考查 点 到 平面 的 距离 . 
设 Mo(zo,yoyzo) 是 平面 x : Ar 十 By 十 Cz 十 D==0 外 一 点 
在 平面 + 上 任 取 一 点 Mi yoz) ЕР x HERK n= (A, 
B.C), WJ М, 到 平面 x 的 距离 d( 图 3. 24) 为 
а= |Рг}„ М.М, |. 


图 3. 24 


设 e 是 与 a 方向 一 致 的 单位 向 量 , 则 
Pri. MM, - MM. 


。73 。 


n -[ A B [^ 
nl ACRBÜECU J/AUOBÜGU Te 


М,М,= Gi—2i 32:2). 
于 是 由 MG yo zOTEX r E An Ву FCs, + D=0 f$ 
а = |Prj, М.М, | = In + М.М! 

AG,—n) ВСу„— yı) 4 CG,—2) 
AFB VATB+C JAETC 
Таз Ву Сга (Az By C21 
ZATE +C 
Azo + By, Cz, D| 

АРЕС C 
例如 ,点 Mo(1,1,1) 到 平面 rx:2z 十 2y 一 = 十 10=0 的 距离 为 


\2х1+2х1—1х1+10|_13 


а= 
У@++С—1)* 3 


例 12 求 两 个 平行 平面 
mi:3z 十 4? 十 5 十 10 一 0， 


ma3r+4y+5z+20=0, 


之 间 的 距离 . 
Ж Er 上 取 定 一 点 P(0,0, 一 2), 那 么 点 91 т, 的 距离 就 是 平行 平面 m + x; 2.8] 


的 距离 
а—13Х0+4хо0+5х(—2)+2о| _ V50 


再 来 看 点 到 直线 的 虐 离 . PNE 
设 直线 L 的 标准 方程 为 
ГЕД S 
m п Р Г 
即 了 过 点 М,Стоуозго) HAHAA s= (n,n, р) Misc) * 
. 再 设 Mi(rivyivzi) 是 直线 二 外 一 点 , 则 点 M 到 直线 8325 
工 的 距离 a CHR 3. 25) 为 
qe EXEM, an 
事实 上 ,以 s MM ЖАЛ 48 5-0 
Ss Isx MM, 
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又 So=dx ls|, 故 公式 (11) 成 立 . 


解 s=(2,1,1),M。 的 坐标 为 (一 1, 一 1,0). 
М,М=‹1—(—1),0—(—1),2—0)= (2,1,2), 
lijk 
sxM.M.= 2 1 1|=4,—2,0), 
2 1 2] 
ХММ |= /F+(—2y+0 = V5， 
lsl= VFI F= /6. 


最 后 研究 两 条 异 面 直线 间 的 距离 . 
设 有 两 条 异 面 直线 : 


Um т: P: ` 
jg Pi(zy yi m), Р. Стазу) Г.Г. 上 两 点 . Га, La 的 方向 向 量 $= (mı no p1) s = 
(mans рә) LiL 的 公 垂 线 垂直 ,所 以 L, L, 092 38 089 Jy V 6 REOS. s: X sa ВЯ 
3.26 所 示 . 

PPS s хо 上 的 投影 的 绝对 值 就 是 L, 5 L, 之 
间 的 距离 d, 即 


d= [Pri PP, | = [eg |. 
$614 求 两 异 面 直线 


=. LR 
Lh: q7$73* 
La т—2=у=е—3, 
之 间 的 距离 mas 


解 POOE Lı 上 ,P:(2,0,3) 在 L, E,P.P;=(2,0,3). LL, 的 方向 向 量 分 别 
为 %= (1,2,3),ss 一 (1,1,D). 于 是 
li j kj 
sXs-]i 2 3 引 =( 一 12, 一 1)， 
hia ad 
Lı 5 L, 间 的 距离 为 


a= РР. . 51х52 12х00) +0х2+3х(-1)|_5 v6 
67° 


2° Taxsl VKCDHERCIS 
3.3.4 MERA 
先 讨论 平面 与 平面 间 的 位 置 关系 . 


设 有 两 个 平面 
m:Air+ Biy+Ciz +D,=0, 
ms: A;r+ B.y+C,z+ D,=0. 
Жолт, 的 法 向 量 的 夹 角 ?为 这 两 个 平面 的 夹 角 ,通常 规定 <p EE m 与 x; Ж 
角 9 可 由 公式 
sp BB: G.C, 
V Ai+Bi+Ci + V Ai+BI+Ci 
来 确定 (图 3. 27). 
m 与 m 垂直 的 充 要 条 件 是 其 法 向 量 n,n; 互相 垂直 , 即 
AiA:+ BB;+CC: . 
m 与 z; 平行 的 充 要 条 件 是 其 法 向 量 由 ,ms 互相 平行 , 即 


A р, 
A D. 
15 RPH 
mir+2y—z+8=0 
5 
ma2r+y+z—7=0 
之 间 的 夹 角 。 
Li 
= 1х2+2х1+С6—1)х1{___1 
ЛЕСУ. VEFFE 2 
故 所 求 夹 角 e 
下 面 讨论 两 条 直线 间 的 位 置 关系 ， 
设 有 两 条 直线 
L TIT y—» 
— 
Lm 


mi 
称 LL. 的 方向 向 量 ms = (maym pO sim От: ул, РО ЮЖ ç ARERR L 与 LL 的 
。76 。 


Xj de REO p. 
Loa XK Ii йз 
Imm, + mnt P P: | 


cosg— an 
Ni mi ni pl + V mien pi 
LI 
ر‎ 2+1 у—4_—2 z+4_y+1_z—1 
Иш, LS I Y ар =" I 
由 
11X2 十 (一 人 )X( 一 2) 十 1IX( 一 D| | 2 


cosg= 


ЕС. ИЕС) 2 
M Lala ЮЖ e 
与 平面 的 情形 类 似 , 有 : 
L, 与 L, 垂直 的 充 要 条 件 是 其 方向 向 量 s, 与 s; 垂直 , 即 
тут. пуп + pip:=0. 
Li 与 La 平行 的 充 要 条 件 是 其 方向 向 量 % 5 s: 平行 , 即 


m m Ê 
m m b 
最 后 讨论 直线 与 平面 的 位 置 关系 - 
设 有 一 条 直线 
及 一 个 平面 


m; Ar+ By+Cz+ D=0. 
直线 了 与 其 在 平面 zx 上 的 投影 直线 L 的 夹 角 9 称 为 直线 了 与 平面 x 的 夹 角 ( 图 3. 


28) ,通常 规定 oce. 
BT 
z_o laesi 
cos; —9— Tisi 
所 以 ?可由 公式 


sing 


[mA nB- pC| 
МАЕ ВЕС: . m Ene 
确定 图 3. 28 

db s (mvnyp) 为 研 的 方向 向 量 .m 一 (4,B,C) 为 平 
面 + 的 法 向 量 ,显然 有 : 
工 与 "垂直 的 充 要 条 件 是 :与 平行 , 即 
A_B_C 
ra 


m n 


L5 z 4709363 RIFE s Упай, 


mn 


mA+nB+ pC=0. 
例 16 CAVE. 
十 4 一 = 十 2 一 0， 
BAL 


求 直 线 SOY dl z B) REB p 
解 ” 把 直线 工 的 方程 写成 参数 方程 得 


代 人 平面 方程 得 m 一 一 于, 于 是 二 与 天 的 交点 坐标 为 


tele |= әј 


由 平面 x 的 法 向 量 n (1,4, 一 1), 直 线 了 的 方向 向 量 *= 0, 72.2 m 5 L ВЖ 
角 9 满 足 
singe 11—821 „КЕ 
As. /9 2^7 


故 
X 
T* 4^ 
3.3.5 平面 束 
称 通 过 给 定 直 线 L 的 所 有 平面 的 全 体 为 平面 束 . 
设 工 的 一 般 方程 为 
Auc Bib Ce D,—0, a5) 
Asz+ Buy Cue D,=0. (16) 


其 中 系数 A,B,C: 与 Ax, :不 成 比例 . 对 两 个 不 同时 为 0 ISK A ALLES A: ,B,C 
与 Ar, B,C: 不 成 比例 ,所 以 三 元 一 次 方程 
АСА Вуса +D) FAX Chor Biy Ciz D) 70 an 
ЖАА HAA АВ, HAB AC HAC 不 全 为 零 , 从 而 方程 (17) 是 平面 方程 .对 直线 
元 上 任 一 点 MG ys AF zy, 满足 式 (15) 和 式 (16), 故 也 满足 式 (17), 从 而 点 Мот, 
ys) 在 式 (17) 所 确定 的 平面 上 . 因此 , 式 (17) 表 示 的 平面 通过 直线 L. 反之 ,通过 直线 1 
的 任何 一 个 平面 都 可 写成 式 (17) 的 形式 . 称 方程 (17) 为 通过 直线 L 的 平面 束 方程 
除 平面 束 (17) 中 平面 
.78 。 


Ах+В,у+С&+,=0 
外 ,平面 束 (17) 中 任 一 平面 的 方程 都 可 写成 
4iz 十 Bl? 十 Ciz 十 Di 十 M4:z 十 By 十 Ca= 十 D) 一 0 (18) 
的 形式 ,应 用 中 常常 将 通过 给 定 直线 工 的 平面 束 方程 写成 (18) 的 形式 
例 16 RAR L: 


在 平面 r; 


十 2y 一 = 一 0 


上 的 投影 方程 . 
解 也 在 x 上 的 投影 可 视 为 平面 r SHEA L B £ T x 的 平面 mn, NEA. m 
的 方程 为 
2z 一 ?十 = 一 1 十 Mz 十 y 一 = 十 1) 一 0. 
其 法 向 量 为 二 (2 十 4, 一 1 十 4,1 一 和 ), 由 m 与 天 的 法 向 量 "一 (1,2, 一 1) 垂 直 知 
m *n=2+2+2(—1+2)—(1—2)=0, 
& im Af m 的 方程 为 
3r—y+z—1=0. 
所 以 ,所 求 投影 方程 为 


И 


r+2y—z=0. 
例 18 RAR L: 
与 直线 L: 
Zaat 
-2 1 0 
间 的 最 短 距离 . 
# “过 直线 L 作 平行 于 L 的 平面 r, 则 ,上 任 一 点 到 平面 的 距离 为 1 与 L. Bl 
Io ROSEER 
设 平面 的 方程 为 


z 十 y 一 = 一 1 十 MX2r 十 y 一 = 一 2) 一 0， 
Н. J x Ff, Hk L. 的 方向 向 量 s 5 л КЫШ n EE 
зп 201420) 01+4)+00—1—А4)=0, 
1 


لړ 


ЕЁ 
从 而 平面 x 的 方程 为 
十 2y 一 2= 一 1 一 0. 
在 六 上 选取 一 点 M.(0,0,—2),M, 到 的 距离 为 
ET 


# L. 5 


DA. 


Sm» фе 


10. 


۰80° 


三 :的 最 短 距 离 为 1. 


3 题 


| 


Ж А,В,С ЕЖЕ, RAB + BC+CA. 
设 平行 四 边 形 ABCD хія 8 ШАС m a BD-— b iH a,b RAB, B,CD, 


如 果 平 面 上 一 个 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 , 试 应 用 向 量 证 明 它 是 平行 四 边 形 - 

设 向 量 a 的 长 度 是 5,a 5%й u 的 夹 角 是 30 cR a EB u 上 的 投影 . 

已 知 la 十 bl= 1a 一 b|, 试 证 a* b—0. 

TRE a X b--bX cce Xa 0 的 必要 条 件 是 a,b,c 共 面 . 

设 a,b,c 是 三 个 向 量 ,A,! 是 两 个 数 , 试 证 : 

Q) ахь 5 да+ EX; 

(2) (c+a)b—(b+a)e 5a EX. 

B. a bec 为 单位 向 量 , 且 满足 o 十 g 十 c 一 0, 计 算 a bb eec a. 

ёЖа=(1,—2,3),Ь=(2,1,0),с=(6,—2,6). 

(1) a+b 是否 与 c 平 行 ? 

(2) Жа Б,а •с,ба,с); 

G) Жахь, [abc]: 

(4) 设 x 一 3a 十 4 一 c,y 一 20 十 c, 求 (xyy)- 

已 知 空 间 三 点 A(1,0, 一 1D),B(1, 一 2,0),C(1,1,1). 

(1) RA OA,OB 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ; 

(2) ЖЩО,А,В,С 为 顶点 的 四 面体 的 体积 . 

El a= (а,,а,„,а„),Ь= (b, ,5,,Ь.) vc 一 (cxycyyco). 试 利用 行列 式 的 性 质证 明 : 
(aXb) * c=(bXc) * a=(cXa) * b. 

已 知 向 量 a=i,b= j —2k.c-2i—2j--k OR — ATTE d tdle B a bud % 


BA a=i+ j .b— j--k. HÉT a,b,c 的 长 度 相等 ,两 两 夹 角 也 相等 , 试 求 < 
E #l(aXb) * c=2,3R[(a+b)X(b+c)] * Gra). 

求 过 点 (3,0, 一 1) 且 与 平面 3r 一 7y 十 5z 一 12 一 0 平行 的 平面 方程 . 

求 过 点 Mo(1,0, 一 1) 且 平行 于 向 量 a==(2,1,1),b 二 (1, 一 1,0) 的 平面 方程 . 


“指出 下 列 平面 的 特殊 位 置 : 
а) zr=0; 

(2) 5y—1=0; 

G) ytz-2i 


(5) 2r—3y—z=0. 
18. 求 过 点 Me(4, 一 1,3), 且 平行 于 向 量 * 一 (2,1,5) 的 直线 . 
z—y+z=1 zc 
ш. KRA “为 标准 方程 和 参数 方程。 


20. 求 过 点 (2,0, 一 3) 且 与 直线 
iue nt 
3r+5y—2z+1=0 


垂直 的 平面 方程 

2. 求 与 直线 | 1+ VR PEE 

22. 求 过 点 (一 1,2,3)， 垂直 于 直线 二 mk 计 , 且 平行 于 平面 7z 十 8y 十 9z 十 10 一 0 
的 直线 方程 

23. uic ВИН , 求 过 L. 且 平 行 于 
L 的 平面 方程 


24. 已 知 平面 r :z 一 2y 十 2= 十 1=0， m:2z 十 3y 一 6z 一 6 一 0, 求 m У т, 之 间 的 夹 


f] L, 与 L, 是否 共 面 ,是 否 相交 , 若 相交 , 求 其 交点 
260. 设 二 直线 : 


(D R m,n fË L ff La 
(2) FR mon f LLL FIKREN mn 是 否 唯一 ? 
(3) GR mon tk L, 5 L, KE FEREH myn 是 否 唯一 ? 
(4) m-—4an- —18REOR L, 5 L. 6. 
27. 已 知 平面 x:r 一 2 一 2= 十 4 一 0, 直 线 L1 27573. 
а) 求 n 使 与 + 垂直 ; 
(2) nit L/z: 
(3) Xn—-—-2RoRL 5 r ZARA: 
a 2 时 , 求 工 与 的 交点 
28. 已 知 平面 而 :7 一 y 一 22 二 2; mar+2y+z=8, m:r+y+z=0 Rm 5 x 
81. 


的 交 线 且 与 平面 nm 垂直 的 平面 的 方程 . 
29. 判别 直线 与 平面 的 位 置 关系 : 


а) ЖУМ E 54. 2, м3, 


一 2 13 


D 1-2j-553:-2y* 2-8; 


I Tiy 十 y 十 = 一 3. 
30. 求 点 (一 1,2,0) 在 平面 z 十 2y 一 < 十 1 二 0 上 的 投影 . 

一 多 一。 在 平面 4z 一 y 十 = 一 1 上 的 投影 直线 的 方程 
32. 求 点 AG, + ww z= 一 = 上 投影 点 的 坐标 及 点 P 到 该 直线 的 距离 . 
зз. 过 点 M( 一 4, 一 5,3), 且 与 直线 L: H= 


31. 


:都 相交 的 直线 方程 


34. 一 平面 x 垂 直 于 平面 =0, 并 通过 由 点 M,(1, 一 1， DAAR ШТ 
线 , 求 平面 r 的 方程 . 
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第 四 章 “” 维 向 量 


在 第 三 章 中 ,我 们 用 几何 向 量 处 理 了 直线 平面. 角度、 距离 等 一 系列 几何 问题 . 在 许 
多 实际 问题 中 ,只 用 二 ,三 维 几何 向 量 是 远 远 不 够 的 . 比如 ,在 气象 观测 中 ,我 们 不 仅 要 了 
和 解 在 某 个 时 刻 云 团 所 处 的 位 置 , 还 希望 知道 温度 、 压 强 等 物理 参数 . 因此 ,有 必要 引入 
元 数组 构成 的 维 向 量 .本 章 主要 研究 如 下 几 个 问题 : 

1 线性 相关 与 线性 无 关 ; 

2. 向 量 组 的 秩 ; 

3. 向 量 空间 的 基底 , 维 数 ,坐标 . 

4 向 量 的 内 积 . 


4.1 n 维 向 量 及 其 线性 运算 


4.1.1 nn 维 向 量 的 定义 


在 几何 空间 中 ,给 定 一 个 坐标 系 ,可 使 几何 向 量 与 有 序 实数 组 (a:,a,,0.) 一 一 对 应 ,从 
而 可 将 几何 向 量 记 为 (a:,a,,a:). 在 许多 实际 问题 中 ,所 研究 的 对 象 需要 用 多 个 数 构成 的 
有 序数 组 来 描述 . 因此 ,有 必要 将 几何 向 量 推广 到 维 向 量 . 

定义 4.1 数 域内 的 n 个 数 a1,a;,…,a. 组 成 的 有 序数 组 (a4,a:,… ,a,), 叫 做 数 域 
F EW n 维 向 量 (简称 向 量 ). 数 a 叫做 此 维 向 量 的 第 ;个 分 量 . ШЕ 是 实数 域 , 称 其 
为 实 向 量 ; 如 下 为 复数 域 称 其 为 复 向 量 . 记 R 为 实数 域 上 维 向 量 的 全 体 构成 的 集合 

为 了 方便 ,以 后 用 e,p,7 等 表示 n 维 向 量 - 

Я a= (aaz san) B= Gn bi Б.) п 维 向 量 , 当 且 仅 当 ai=b(i=1,2.… n) 
时 , 称 向 量 a 5 8 相等 , 记 作 "一 有 . 

分 量 都 是 0 的 向 量 ,叫做 零 向 量 , 亦 记 作 0. 即 0=(0,0,…,0). 以 后 可 从 上 、 下 文 分 
辨 出 零 向 量 或 数 零 . 

称 向 量 (一 a1, 一 a:，…, 一 4.) 为 向 量 “= (а, заг, за, MR ја. 


4.1.2 nn 维 向 量 的 运算 


定义 4.2 设 a=(a1,as,… sa.) B= bib: b BE n E TR BA RE (a, +b. 
az 十 和 "ya 十 各) 叫做 向 量 “与 8 的 和 , 记 作 a+ 8, BI 


a+ß= (ai bi aibi aub). 


利用 负 向 量 ,可 规定 向 量 的 减法 : 
.83 。 


a—B=a+ (В) = (aa —bsa; by" san — bn). 


EX 43 设 a=(a1,a:,…,a.) 为 数 域 上 4 ЫШ, NERF FB. 那么 ,向 量 
kar,khas，… ,ka,) 叫 做 上 与 向 量 “的 乘积 , 记 作 ka, Вр 


ka= (kay,ka,, sss „Ка,). 


向 量 的 加 法 与 向 量 的 数 乘 统称 为 向 量 的 线性 运算 л 维 向 量 的 线性 运算 满足 下 述 八 
条 性 质 : 对 任意 nn 维 向 量 a,8,Y ЕЖ, 

A) arB-Bca; 

(2) (а+8)+7=а+(8+7); 

(3) а+0=а; 

(4) а+(—а)=0; 

(5) la=a,(—1)a=—a,0a=0; 

(6) kla) = (а; 

(7) klat+B)=katkB; 

(8) G+Da=ka+la. 


4.2 ”向 量 组 的 线性 相关 与 线性 无 关 


4. 2.1 线性 相关 与 线性 无 关 的 定义 


下 面 介绍 的 向 量 组 线性 相关 与 线性 无 关 的 概念 是 非常 重要 的 数学 概念 ,许多 数学 问 
题 都 是 借助 这 两 个 概念 解决 的 
定义 4.4 ”对 于 n 维 向 量 paa an MRA — AR kikiskan 使 
В= а haat“ Ала, 
则 说 向 量 8 是 a, a, ,a 的 线性 组 合 ,或 说 8 T h ааг, an 线性 表示 . ULL 
koe hes 为 组 合 系数 或 表示 系数 . 
例如 , 设 e=0,0,0),e=(0,1,0),e,=(0,0,1),8=(b,b:,b) RU 
B= (Ь.Б, 3) =,(1,0,0) +6,00,1,0) +00,0,1) =, +6: bs6s 
BD 8 可 由 ese, 线性 表示 ,表示 系数 是 B 的 分 量 名 ,tv 
容易 看 到 ,n 维 零 向 量 0 可 由 任何 一 个 =” 维 向 量 组 mw ,az,…，a 线性 表示 . 事实 上 : 
0— 0a; 4-02; +e + 0a... 
这 里 的 表示 系数 全 是 零 . 如 果 限定 表示 系数 不 全 为 零 ,有 些 维 向 量 组 就 不 能 表示 n 维 
FART. 因此 ,存在 不 全 为 零 的 系数 表示 n 维 零 向 量 是 某 些 维 向 量 组 特有 的 属性 - 
我 们 利用 这 个 性 质 定义 向 量 组 的 相关 性 . 
定义 4.5 ИН" а-аа. ШЕЕ ВТЕ А 
Аа tka + Еа =0. 
则 称 向 量 组 aa, 线性 相关 . 否则 , 称 这 个 向 量 组 线性 无 关 . 
.84。 


例如 ,向 量 组 wm 一 (1,1, 一 1),a=(2, 一 3,2),as 一 (3, 一 2,1) 线 性 相关 - 事实 上 .存在 
不 全 为 零 的 数 1,1, 一 1 使 la 十 las 十 (一 1)as=0. 

由 线性 相关 的 定义 可 以 得 出 ,如 果 一 向 量 组 的 一 部 分 向 量 构 成 的 向 量 组 线性 相关 , 那 
么 这 个 向 量 组 就 线性 相关 . 事实 上 , 设 向 量 组 为 armas (rs) ,其 中 一 部 分 ， 
比如 说 wm ,a,,… ,a; 线性 相关 , 则 有 不 全 为 0 的 后 ,和 ,使 

ma 十 aas 十 … 十 ar 一 0. 
于 是 
kya H- Eas а-а + +0a,=0. 

Fist hb, REH O, BEI Risks sk,,0,0,… ,0 也 不 全 为 0, 因 而 yaz,…'a 线性 相 
x. 

上 述 结论 的 另 一 种 提 法 是 ,如 果 一 个 向 量 组 线性 无 关 ,那么 它 的 任何 一 个 部 分 组 也 线 
EEX. 

由 线性 无 关 的 定义 可 知 ,ai ,az,…，an 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 ,只 有 当 k =k 
An 一 0 时 , 才 有 


如 am 十 kaa: 十 … 十 ka 一 0. 
例 1 iHe n ERE 6 = (1,0. ---,0) е, (0,1,0. 7,0) 7,6, 7 (0,0, 7.0, 
线性 相关 性 . 
M RAAR kk k tE 
kiei tke: +e Hke =0, 


则 Gn den E) = C0,0, 7,0). 
TR k meme =k, =0, А aa, a, 线性 无 关 . 

例 2 а.а, REER В.а aaa Ё›=а;+-а,,В,= as RUE pp: p: 也 线 
性 无 关 . 


证 BRAHAN k kek 使 
АЁ eB s] 0, 


则 有 kı Cay +a, +a) +k: Ca; ta) +a, 
=һа+ (h + h)a (kı +h ds 
=0. 

由 asane, 线性 无 关 知 ， 

=0 
ki+k:=0 
kitki +ki=0, 


MC mk mk m0 BEDL Pipe Bs REER. Û 


4.2.2 线性 相关 性 的 一 种 刻 划 


由 定义 4.5 可 以 看 出 ,只 含 一 个 向 量 的 向 量 组 线性 相关 的 充 要 条 件 是 这 个 向 量 为 零 
向 量 . 下 面 的 定理 给 出 了 含 两 个 以 上 向 量 的 向 量 组 线性 相关 性 的 一 种 刻 划 . 
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定理 4.1 向 量 组 a,a,,… ,an(m 之 2) 线 性 相关 的 充 要 条 件 是 MUN PEDA 
一 个 向 量 可 由 其 余 m 一 1 个 向 量 线性 表示 . 

证 充分 性 不 妨 设 al 可 由 myaz,…,a--: 线 性 表示 , 即 存在 一 组 数 kiskot skais 
使 

а= ka, b; rb ES nua, 

# baha, ла :十 (一 1)c- 一 0. 
ВА, А, a —1 中 至 少 一 1 不 是 零 , 所 以 arsa... ,a 线性 相关 . 

必要 性 аза оза, 线性 相关 , 即 有 一 组 不 全 为 零 的 数 k. k... s 使 

Am 十 kaaz 十 … 十 an 一 0. 


RMI kı #0, RR 


Pace an 


Ша 可 由 其 余 m 一 1 个 向 量 线性 表示 . Û 

定理 A. 1 揭示 了 线性 相关 与 线性 表示 之 间 的 联系 ,用 线性 表示 从 一 个 侧面 刻 划 了 线 
性 相关 . 根据 定理 4. 1 ,向量 组 а, ,es 线性 相关 的 充 要 条 件 是 存在 数 k. fk а = ka, I 
ау) Hl a, 与 a; 成 比例 . 由 此 可 知 ,两 个 几何 向 量 线性 相关 的 几何 意义 是 它们 共 线 . 类 
似 地 ,三 个 几何 向 量 构成 的 向 量 组 线性 相关 的 几何 意义 是 它们 共 面 . 


4.2.3 线性 相关 的 判定 


我 们 试图 利用 和 矩阵 判断 向 量 组 的 相关 性 , 

首先 建立 向 量 组 与 矩阵 的 联系 

n 维 向 量 a= (a1,a;,…,a,) 可 以 看 成 1Xn 的 矩阵 ( 行 和 矩阵 ).” 维 向 量 "也 可 以 写成 
列 矩阵 


1а, ) 
DTE LI BELLE SEU TELE DLE 
а' = (asa: tta, 
即 为 行 向 量 . 因此 ,对 于 列 向 量 得 到 的 结论 ,经 适当 改造 ,可 以 自然 地 成 为 关于 行 向 量 的 
结论 ,反之 亦 然 . 
向 量 组 


可 以 构成 矩阵 
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ап аш … as] 
ад an °” d» 
A= = (2,25, ,2,). 


da ag as] 
Ж A 为 向 量 组 (1) 对 应 的 矩阵 ,所 以 一 个 含有 有 限 个 向 量 的 列 向 量 组 ,总 可 以 看 成 由 一 个 
和 矩阵 的 全 体 列 向 量 所 构成 - 
由 向 量 组 线性 相关 的 定义 可 知 ,矩阵 A 的 列 向 量 组 线性 相关 的 充 要 条 件 是 存在 不 全 
HER kaskar skus Ч 
kia tkrar t t d Ea, = 0. 
也 就 是 


(2,522. | | =o, 


ka 
即 AB=0, 其 中 B= (kiskis sku)" #0. 
类 似 地 ,还 可 建立 一 个 含有 有 限 个 行 向 量 的 向 量 组 与 矩阵 之 间 的 联系 - 
下 面 给 出 判别 向 量 组 线性 相关 或 线性 无 关 的 矩阵 判别 法 . 
ERRIA BA nXm Е 


an 
P А 
ал 
则 4 的 列 向 量 组 

au air аы 
а а а 
a=| |, а= ， ， au 一 | 
| | d 
ад lanz am 


线性 无 关 的 充 要 条 件 是 ROCA) 9m, BD 4 的 秩 等 于 A 的 列 向 量 个 数 . 
证 “必要 性 :假若 КСА) mI КСА) serm. 于 是 ,存在 可 逆 阵 P,Q, 使 


pAQ= [E Orxa- } 


LOw-oxr — Oe-nxte-o 


故 
o1 
0 °| [^ 
:| E ee ] 11-19 
Аа iea lol ET 
| `0 


+87. 


AQ =p ° = 
0 02 
令 
0 k, 
i Ë, 
Q “Г” 
1 ka 
H QTA b sks rkan 不 全 为 零 . 故 
°. d k, 
0 k, k, 
AQ i |-A| |а ar asan) | | m mene Rune 0. 
о k М 
1 


这 与 wm ,aa,…，va- 线性 无 关 矛 盾 . 

充分 性 : 若 азаа, 线性 相关 . M m=1 时 ,a 二 0, 故 R(4)=0. 这 与 R(A)=1 
FR. 3 m2>1 时 ,由 定理 1, 向 量 组 a, a. 内 至 少 有 一 个 向 量 可 由 其 余 m 一 1 个 向 
量 线性 表示 . 不 妨 设 


a, = bam d- sas den Hs iua 
对 A 进行 初等 列 变换 ， 

Ae Gs atis р ы ыа. CE oe acto edi 
R(A)=R(B)<m—1,i& 5 RD =т ЖЖ, азза, 线性 无 关 . 0 

矩阵 判别 法 刻 划 了 向 量 组 线性 无 关 与 列 满 秩 阵 之 间 的 联系 .这样 ,就 把 关于 向 量 组 
asas oan 的 线性 相关 性 的 讨论 转化 成 了 关于 和 矩阵 的 秩 的 讨论 , 即 若 RCA) m. A a» 
ars sam 线性 相关 ;车 КОА) =m, R] ajos 线性 无 关 . 同 理 可 证 ,4 的 行 向 量 组 线 
VMEXXGRODASETE A 的 行 向 量 的 个 数 . 

ЩА X] n 阶 方 阵 时 ,a1,a;,…，,a, 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 14 | 去 0. 

推论 4.1 设 


а„ 
аһ 

dy x 

а А 

а= ||, в= |а i=1,2 sm. 

аы 

an ў 
аы 


车 ~ 维 向 量 组 asaan 线性 无 关 , 则 r 十 * 维 向 量 组 Bi,B:， B. 也 线性 无 关 . 
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B=(B brr 8.) = 


аут 


A= (араз, уа) = 


а аа 
因 ааз, ran ВНЕ, И КСЛ) m FÈ 
m2R(B)2>R(A)=m. 

# R(B)=m. BAT HE PERRIER Js Rae B. 线性 无 关 . Û 

推论 4. 1 的 意思 是 说 ,r 维 向 量 组 的 每 个 向 量 添上 * 个 分 量 ,构成 "十 * 维 向 量 组 , 若 
原来 的 ~ 维 向 量 组 线性 无 关 , 则 这 个 ~ 十 * 维 向 量 组 也 线性 无 关 . 

推论 4.2 Haasa. E m n ft JR, ШЖ тп, А.Т асо, ,om 必 
定 线性 相关 - 

证 EA (sos, EDI asas sos 为 列 的 矩阵 , 因 nsns BE n 维 向 量 ， 
所 以 A 是 nXm ВЕ, Р КСА) лот. 由 矩阵 判别 法 知 wm а; ‚+ ,a 线性 相关 LU 

例 3 讨论 下 列 矩 阵 的 列 向 量 组 的 线性 相关 性 . 

1 0 3 


ооо 


8 A4 的 列 向 量 组 含有 零 向 量 , 必 线 性 相关 . R(B) 达 3<4, 所 以 B 的 列 向 量 组 线性 
相关 .1C1=2 关 0,R(C)==3, 所 以 C 的 列 向 量 组 线性 无 关 . 

例 4 йл EMEA arana 线性 无 关 . 令 

Bi=a +a, Й#=о,+а,, Rata. B=a tas 
=a tan, =a tas, Y=a+e. 
WE (D Ahhh 线性 相关 ; 
(2) Mant 线性 无 关 . 

证 D 88—8.+8,—8,=а +: aaa —a—a=0. BD Bi Be Bs Bu 

线性 相关 . 
(2) HAHAM kkk 使 
EY, Y. +k; =0. 
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于 是 (十 和 a)am 十 (名 十 各)a 十 (十 和 a)as 一 0. 
因 а,а,аз,а ВЕЖ, Я а.а, 线性 无 关 , 故 


f +ь=0 


其 系数 行列 式 


ZW 


1 
0 
1 


由 克 莱 姆 法 则 知 А, =k = ky =0, Ц 7 XY, 线性 无 关 . J 
4.3 ”向 量 组 的 秩 


4.3.1 极 大 无 关 组 


首先 ,讨论 向 量 组 之 间 的 一 些 关系 . 

设 有 两 个 向 量 组 :(1)a a, + (2)81 B sB 

定义 4.6 如 果 向 量 组 (1) 中 的 每 个 向 量 , 都 可 由 向 量 组 (2) 线 性 表示 , 则 称 向 量 组 
《1) 可 由 向 量 组 (2) 线 性 表示 . 如 果 向 量 组 (1) 和 (2) 可 以 互相 线性 表示 , 则 称 向 量 组 (1 ) 与 
向 量 组 (2) 等 价 . 

设 有 三 个 向 量 组 (1)、(2)、(3) ,容易 看 出 ,如 果 向 量 组 (1) 可 由 向 量 组 (2) 线 性 表示 , 且 
向 量 组 (2) 可 由 向 量 组 (3) 线 性 表示 , 则 向 量 组 (1) 可 由 向 量 组 (3) 线 性 表示 . 因此 ,向 量 组 
的 等 价 具有 传递 性 . 即 如 果 向 量 组 (1) 与 向 量 组 (2) 等 价 , 且 向 量 组 (2) 与 向 量 组 (3) 等 价 、 
则 向 量 组 (1) 与 向 量 组 (3) 也 等 价 < 

定义 4.7 设 S 是 n 维 向 量 构成 的 向 量 组 ,在 S 中 选取 个 向 量 ,cs,…，*a ШЖ 


E 
(1) asas 线性 无 关 ; 
(2) 任 取 аЄ5, Ж ааг, "аза АНН. 
+a, 为 向 量 组 S 的 一 个 极 大 线性 无 关 向 量 组 (简称 极 大 无 关 组 ) 


容易 看 出 , 若 向 量 组 ,a:,… ,a 线性 无 关 , 则 arsa... a. 是 自己 的 极 大 无 关 组 . 
例 5 设 有 向 量 组 
n 0 n 
|з 1| 2 
а= . а= . а= ` 
É s 1 
b. hj i 


容易 验证 asso, 是 向 量 组 wm ,osvas 的 一 个 极 大 无 关 组 ,同时 sos 和 “va 也 都 是 ase: 
的 极 大 无 关 组 . 
dipl 5 可 见 , 向 量 组 的 极 大 无 关 组 一 般 是 不 唯一 的 
۰90° 


定理 4.2 设 ” 维 向 量 组 wm ,cz,…,a- 线性 无 关 , 而 向 量 组 a,0,… ,esa 线性 相关 . 
则 a 可 由 a1,a;,… a, 线性 表示 , 且 表 法 唯一 . 
证 mvazy…anya 线 性 相关 , 故 存在 不 全 为 零 的 数 kiskis ko, 使 
Ai 十 Asaz 十 … 十 人 an 十 ka 一 0. 
如 果 4k 一 0, 则 有 不 全 为 零 的 数 earns 
kia, tkrar tH а= 0. 
这 与 asa, ran 线性 无 关 矛 盾 , 因 此 4 天 0, 故 有 


ho kh Ks 
а= а T e ра. 
下 面 证 明 表示 方法 是 唯一 的 ,如 果 有 两 种 表示 法 
а= ауаз ал 0) 
а= ау Hkrati а (3) 


(2) 一 (3) 得 
(一 局)a 十 (对 一 如)az 十 … 十 (一 如)an 一 0. 
因 аа, an REEK ВИД m EG 1.2. Ü 
定理 4. 2 表明 ,向 量 组 S 中 任 一 向 量 a 都 可 由 S 的 极 大 无 关 组 线性 表示 . 反之 ,由 于 
向 量 组 5 的 极 大 无 关 组 a ,a;,… ,a, 中 任 一 向 量 都 取 自 于 S ,所 以 ai sa2, a, 中 任 一 向 量 
都 可 以 由 S 中 向 量 线性 表示 ,因此 ,一 个 向 量 组 与 它 自己 的 任 一 极 大 无 关 组 总 是 等 价 的 . 


4.3.2 向量 组 的 秩 


定理 4.3 设 有 两 个 EMH: Clara. ,0,;(2)B,,B,,…，,B,. 如 果 向 量 组 (1) 线 
性 无 关 , 且 向 量 组 (1) 可 由 向 量 组 (2) 线 性 表示 , 则 rs. 

证 ”向量 组 (1) 组 可 由 向 量 组 (2) 线 性 表示 , 故 有 ksi m 1,26 j= 1,2, r. E 
iB, +618. kaf, 


使 
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^] p: kiz 


| [ža ta 
nc | 


lk. 


(25,25, a) 


2 


1, 
KE аата, REXIME. 0 

推论 4.3 车 (定理 4.3 中 ) 向 量 组 (1) 和 向 量 组 (2) 都 线性 无 关 , 且 向 量 组 (1 ) 与 向 量 
组 (2) 等 价 , 则 r= s. 进而 ,同一 个 向 量 组 的 任意 两 个 极 大 无 关 组 等 价 , 且 含有 的 向 量 个 数 
LIE 

虽然 一 个 向 量 组 的 极 大 无 关 组 一 般 说 是 不 唯一 的 ,但 推论 4.3 指出 ,同一 个 向 量 组 的 
任意 两 个 极 大 无 关 组 都 是 等 价 的 ,并 且 一 个 向 量 组 的 极 大 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 由 这 个 
向 量 组 唯一 确定 . 

定义 4.8 向 量 组 的 极 大 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 称 为 这 个 向 量 组 的 秩 . 

由 向 量 组 的 秩 的 定义 可 知 ,向 量 组 a ,a:,… ,0 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 这 个 向 量 组 的 
秩 等 于 它 所 含 向 量 的 个 数 m. 

推论 4.4 设 向 量 组 (1) 的 秩 为 六, 向 量 组 (2) 的 秩 为 7,, 若 向 量 组 (1) 能 由 向 量 组 (2) 
线性 表示 , 则 r, <. 进而 ,等 价 的 向 量 组 有 相同 的 秩 . 

证 设 向 量 组 (1' ) :mvaz,…ve 是 向 量 组 (1) 的 极 大 无 关 组 ,向 量 组 (2 ):B Been 
B. 是 向 量 组 (2) 的 极 大 无 关 组 . 由 于 向 量 组 (1' ) 可 由 向 量 组 (1) 线 性 表示 ,向 量 组 (1) 可 由 
向 量 组 (2) 线 性 表示 ,向 量 组 (2) 可 由 向 量 组 (2' ) 线 性 表示 ,所 以 向 量 组 (1' ) 可 由 向 量 组 
(2' ) 线 性 表示 . 因为 向 量 组 向 量 组 (1' REZA HERL LA nre Û 


4.3.3 ”和 矩阵 的 秩 与 向 量 组 的 秩 的 关系 


定理 4.4 ШАВЖ n Xm Е, A 的 列 向 量 组 a,a:,… ,a IRE ТЕРЕ A ЮЕ. 

EM 设 R(A)=r, 则 A( 至 少 ) 含 一 r 阶 子 式 D,#0. Ë DF APII h. 
L, P| E, <l, <<. 则 由 А 的 这 7 个 列 向 量 wyas,…vo 构 成 的 矩阵 A, = Ce, yan 
a, ) 是 列 满 秩 阵 - 根据 矩阵 判别 法 ,au заза REER. 设 a 是 A 的 任意 一 个 列 向 
量 ,车 4,42,… 中 某 L= js а 可 由 au за a, RE RR, А аза MEA 
线性 相关 . 否则, 不妨 设 hm <<<. < іе, FEER 


a) 


As= tts), 
是 A 的 子 阵 , 故 RCADROOD err 1 BUB ВЕК ПЯ а, оза, о.о, 
线性 相关 .于 是 w ,an Re aran an 的 一 个 极 大 无 关 组 , 故 其 秩 也 为 六 J 

ЖЖ. 由 于 R(C4)=R(4' ), 而 A 的 行 向 量 组 的 秩 就 是 4' 的 列 向 量 组 的 秩 , 故 也 等 
+ АЖ. 所 以 

R(A=A 的 行 向 量 组 的 秩 一 4 的 列 向 量 组 的 秩 . 

由 定理 4.4 的 证 明 可 知 , 若 R(A)==r,D, 是 4 的 一 个 -~ 阶 非 零 子 式 , 则 D. 所 在 的 > 
个 列 ( 行 ) 向 量 就 是 4 的 列 ( 行 ) 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 

例 6 设 有 向 量 组 

92 。 


"о 


1 1 
: j| 8 
一 | |, a 中 > 
| ds 
求 该 向 量 组 的 秩 及 其 极 大 无 关 组 . 
解法 1 设 


A= (ау,а;,а,,а,)= 


4 的 右 下角 的 三 阶 子 式 


-= 


0 
1 


ї 


001 
4 的 四 阶 子 式 只 有 一 个 141, 且 141=0, 所 


s= = 
ооны 
оным 
вно а 


=1%0. 


以 КСА) =3, ВЯ аза: ,а,,а, 的 秩 是 


3. Bi DL FE 3 FI, а ,аз,а 是 该 向 量 的 一 个 极 大 无 关 组 . 


解法 2 设 
A= (ау,а,,а;,а,)= 
1 š 2 0 1 
жеры; 
0 0 0 1 0 


1120 
0110 

п оза 

lo 0 0 1 

1 2 0 1-1 72:10 

119 в рај, 
к 0001 Я 
0 0 1 lo 0 0 


知 R(4) 一 3, 即 向 量 组 ci osos, o, 的 秩 是 3. 因 B 0098 1,2,4 FIRI RASER ci 3, 


由 4 到 B 只 用 了 初等 行 变换 ,所 以 4 的 第 1.2, 
1,2,4 列 asan, 线性 无 关 . A arasa, Ж о, 
25,0, 也 是 asas, 的 一 个 极 大 无 关 组 . 


4 列 构成 的 矩阵 的 秩 也 是 3. 于 是 A 的 第 
sanan 的 一 个 极 大 无 关 组 . 同样 地 ,a 


4.4 向 量 空 间 


4.41 向 量 空间 的 概念 


定义 4.9 设 V 是 数 域 玉 上 的 维 向 量 构成 的 非 空 集合 ,如 果 满足 


(1) 车 aEV,BEV, 则 at+BEV; 
(2) 若 aEV,kEF, 则 ka€V， 
则 称 集合 Y зви г маше. 
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上 述 定义 中 (1)(2) 表 明 , 集 合 V 关于 加 法 及 数 乘 两 种 运算 封闭 , 即 在 集合 V 中 可 进 
行 加 法 及 数 乘 两 种 运算 . 
例如 ,n 维 实 向 量 的 全 体 R° 是 一 个 向 量 空间 . 只 含 一 个 n 维 零 向 量 的 集合 10) 也 是 
一 个 向 量 空间 . 集合 
V={7|7=(1,71,7:) 71.7: ER) 
不 是 向 量 空间 . 事实 上 ,a=(1,1,1)EV, 但 2a=(2,2,2)EV. 
例 7 集合 
V= (a (22 xn) ree n € RO 
是 一 个 向 量 空间 . 因为 车 a= (0,2. a) € V. B= (0,0: sb) EV, W a+8=(0,a:— 
brr ran +b) EV ka= (0,kas ka) € V. 
@ 8 ep $O F ЕРТЕН nwm RE 
V Y|Y=ka+IB,k.I€ F) 
是 一 个 向 量 空间 ,因为 车 为 =Aa 十 48,7: 一 和 ec 十 428, 则 有 
У +7, = (kitkat (Q +1.)86 V, 
ky,=(kh)a+ CH BE V. 
称 这 个 向 量 空间 为 由 向 量 ,8 生成 的 向 量 空间 . 
一 般 地 ,由 数 域 F 上 向 量 组 asaz, san 生成 的 向 量 空间 为 
V — QU [Y— а Аа Eua, ski skos ska € F). 
XX 4.10 dV, R V. 都 是 同一 数 域 记 上 的 向 量 空间 ,车 VSV:, 则 称 V, ЖУ. 的 
FEM. 
例如 ,任何 由 维 实 向 量 组 成 的 向 量 空间 V 都 包含 维 零 向 量 ,事实 上 , 取 aEV, 则 
0=0aEV. 显 然 {0) 是 V 的 子 空 间 . XX V CER" BELA n 维 实 向 量 构成 的 向 量 空间 V 总 是 
R" 的 子 空间 . 
例 7 中 的 向 量 空间 V 是 К" 的 子 空间 - 


4.4.2. 向 量 空间 的 基 、 维 数 与 坐标 


定义 4.11 设 V 为 向 量 空 间 , 称 V 的 极 大 无 关 组 为 向 量 空间 V 的 基 SV 的 基 所 含 的 
向 量 的 个 数 称 为 V 的 维 数 . 若 V 的 维 数 是 ~, 则 称 V 为 维 向 量 空间 

规定 向 量 空间 {0) 的 维 数 是 0,r 维 与 0 维 的 向 量 空间 统称 为 有 限 维 向 量 空间 ,本 书 只 
讨论 有 限 维 向 量 空间 . 

n Ay n 维 向 量 构成 的 向 量 组 sos so, 是 R 的 基 , 当 且 仅 当 向 量 组 oy,0:，… 8, 
XX. 

#19 n 维 标准 单位 向 量 组 

єү=(1.0,+-,0),&;=(0,1,0,++,0),+,,=(0,0,+-,1) 

是 R" 的 极 大 无 关 组 ,所 以 se c ER 的 一 个 基 , 并 且 RT 的 维 数 是 4, 称 R" 的 这 个 
基 为 自然 基 . 

考查 例 7 中 的 V. 因为 V 中 向 量 6: 
它们 线性 表示 a=(0,r;,r i t r.) = ra 

PETEN 


sere, 线性 无 关 , 而 且 V 内 任意 向 量 o F pj h 
treste taen 所 以 ese, ss se, 便 构成 这 个 


V 的 一 个 基 , 于 是 这 个 V EE n—1 维 的 向 量 空间 - 
若 向 量 组 a1,0,,… ,a 是 向 量 空间 V 的 一 个 基 , 则 V 可 表示 为 
И (|У = а за + Аа, k € F). 
由 向 量 组 m заз, ,a 所 生成 的 向 量 空间 
V= (aha kar uas |А k.€ F). 
显然 与 向 量 组 a, ,a,，,… ,a 等 价 , 所 以 向 量 组 mw,az,…',au 的 极 大 无 关 组 就 是 V 的 一 个 
基 , 向 量 组 asaan 的 秩 便 是 V HEN. 
车 向 量 空间 VSR", 则 V 的 维 数 不 会 超过 ,并且 , 当 V 的 维 数 为 n 时 ,V=R". 
例 10 设 向 量 组 wm ,a:,…,a, 与 向 量 组 B Sn B. 等 价 , 记 
V, 1а +&а,+ Аа оК € F), 
V lach, lg; nn HLP Ma oe EF}, 


WE V. V. 

证 ЕЖ EV, Мана, a, 线性 表示 , 因 a,…,o, 可 由 MET 
示 , 故 “可 由 Bus BL 线性 表示 ,所 以 a € V,, FÆ VIV. 

类 似 地 可 证 :车 任 aEV:, 则 aEV ,于 是 VV 

EX VGV: B VCV A Vi =V Ü 

EX 4.12 设 V Er ECL оаза Ë V 的 一 个 基 , 对 任意 EVEN r, 
EF,i=1,2,… on, 使 

а=түа+т;а,+*++хт,а,, 

便 称 这 组 数 roz, 为 在 基 asas sa, ВОВЕ IO Gn eni 

由 定理 4.2 知 ,e 关 于 给 定 的 基 аза, та, 的 坐标 ,被 < 和 基 о, а;, E] 


т. 
例如 ,在 R 内 ,mm= (1,3,4) ,а, = (1,2,0) ,а,= (0,0,0 8 — 1H XE . 对 向 量 a= (1, 
1,4), 有 a=1 a 十 (一 1)as 十 1* ay, 于 是 向 量 a 关 于 基 азага, 的 坐标 为 (1, 一 1,1). 


2 2-1 1 
例 11 | 2 –1 š «| | 
-1 2 2 一 4 
BIE aaa, 是 R' 是 一 个 基 , 并 求 8 关于 这 个 基 的 坐标 . 
АЕ! 
解 由 14|=| 2 一 1 — 
e 2 2| 
тү] 
设 ”8=miaw 十 ram 十 zs 一 (wyazyos) É | + 
لیا‎ 
г2 
y [2 2-ти gl 
则 d 2-1 2|| ol- -外 
› لوا 2 2 با‎ 3 
i311 
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即 8 жЕкЕ СЕ, I. D. 


4.4.3 坐标 变换 
n 维 向 量 空间 V 中 同一 向 量 在 不 同 基 下 的 坐标 ,一 般 来 说 是 不 同 的 ,但 它们 毕竟 是 同 
一 向 量 在 不 同 基 下 的 坐标 ,它们 应 该 有 内 在 的 联系 ,其 中 的 联系 是 什么 呢 ? 
Bann, RB Bi B. 是 向 量 空间 V 的 两 个 基 , 且 
В,= рпа tH pamte pat, 
Bi put + puant d ра, 


B.— it + рьа,+ ра, 


Pu Pu P. 
ое 
即 (uber йн узд |" I 7 P» 


则 称 这 个 式 子 为 基 变换 公式 . REFE 
Pa Pa cU Pu 
P= Pn Ри oco P= 
uo Pa c Pu. 
ЭН а заз, a, 到 基 Airpro D. 的 过 渡 和 矩阵 Н Bo [oon B. 线性 无 关 可 知 , 过 渡 矩 
BEP. 
定理 4.5 设 向 量 空间 V 0938 a.a.o, 到 基 B. Een B. WAIRERE P= 
Cpu) V 中 向 量 “在 基 wm заг, за, 下 的 坐标 是 (riyzi,…yzo), 在 基 B... B. 下 的 坐 
标 是 (zivrz,…,z.), 则 有 坐标 变换 公式 


n EZ Ed EZ 
E = EA = 
.|=P| .|1， 或 | . =P. 
х.) =. х. 
证 设 
[a] 
| 
2. | 
а= (азаа) | |, 
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= = 


+ = 


а= (В.В. В| салаар. 


由 于 “在 基 аа, а, 下 的 坐标 是 唯一 的 ,并 且 过 渡 矩 阵 Р E, И 
ж] qu = 
ajap э >j pa 0 


例 12 #о,,о,,а,,о, Æ R 的 一 个 基 ， 
a—a,— 2a; 3a, д, 
而 基 B. B: Bos Bu ХЕ aranana, 下 的 坐标 依次 为 (1,3, 一 5,7),(0,1,2, 一 3)， 
(0,0,1,2),(0,0,0,1). 求 a 在 基 2,» r» Bs Bu 下 的 坐标 . 
Mb od Bo Bo Bo BERE sarsa, a, 下 的 坐标 可 得 基 mensas so, 到 基 Bi,Bi, Bs 8, 
的 过 湾 矩 阵 


1 000 
p- 3 19 ٩| 
— 210 
7 -3 21 
设 (zi,zri,riyzi) 是 a 在 基 忆 ,6:,B,,B, 下 的 坐标 ,(zi,zayziyzt) 是 “在 基 а|,а;,а›,а, 
下 的 坐标 , 则 

тү ч zi 1 о 00[1 1 
zal gm] .al |-3 1 o oj|-2|] | —5 
s| P |a | TPIP ua- ad] 31| 18 
8 ў J [з 7 —2 1 一 57 


例 13 ER 中 取 两 个 基 : 
а= (1,2,—1,0),а,= (1,—1,1,1),а,=(—1,2,1,1),а=(—1,—1,0,1); 
和 
В,= (2,1,0,1),8,=(0,1,2,2),8,=(—2,1,1,2),8=(1,3,1,2). 
求 前 一 个 基 到 后 一 个 基 的 基 变换 公式 和 坐标 变换 公式 . 
解 设 
| 
2-1 2-1 
А балаада 1 路 
о баои 51 
197+ 


2 0 —2 1 
11 13 
В=(8,,8.,8,,80= С], 
Bi Bi Bs BO $a ДҮ 
12 22 
MJ A.B 可 着, 并且 
(B; B; B B0 — B— AA B= (a sansa, (AB. 
由 
1000/10071 
в о 1 0 01 101 
(aiB i =(E: A™B), 
0010/0111 
0 0 0 110 0 1 0 
1001 
1101 
过 渡 和 矩阵 P-AUB- Я 
mw piri 
b 010 
DIR TERES 
1001 
1101 
(A.B. Bas BO = Са, ,аззаззац) былса? 
lo o 10 
由 
1 0 1-1 1 
# |o 1 1 0 0 
(PE F, ч 
оо 0 0 1 
0 0 -1 1 -1 


所 以 由 基 mvazymyas 到 基 B... Bs B, 的 坐标 变换 公式 为 : 
[51го 1-1 O 
|z, E 1 0 о 
s Ji о о о Alla 
РЯ 1-1 1 لجألا‎ 
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4.4.4 内 积 的 概念 


我 们 只 讨论 实 向 量 空间 R 中 的 一 种 内 积 . 
定义 4.13 U a= (aia: 7a), B= ib; 5) € Ri 


[I Уа. 


称 (a,p) 为 向 量 “ 与 8 的 内 积 ， 
显然 ,n 维 向 量 的 内 积 是 几何 向 量 数量 积 的 推广 . 
称 定义 了 线性 运算 和 内 积 的 К 为 欧 氏 空间 ,以 后 仍 用 R 表示 这 个 欧 氏 空间 . 


容易 验证 ,这 里 定义 的 内 积 满足 下 列 运 算 规律 (其 中 w,B,YER"kER): 


a) 
(2) 
(3) 
a) 
G) 


Са,В) = (8,а) ; 
(ва, В) = (а, В); 
(а+В,У) = Ca Y) + CB) s 
(a,a)20, B(a,a) =0=%а=0; 
(a,kB+IY)=k(e,B)+I(a,7). 


下 面 利用 内 积 将 几何 向 量 的 长 度 和 夹 角 的 概念 推广 到 R° 中 去 - 
定义 4.14 8 а= (азата) ERG 


lel= (ауа) = Val+al+ tai, 


称 |e| 为 向 量 “ 的 长 度 , 称 长 度 为 1 的 向 量 为 单位 向 量 . 
引 理 ”向量 的 内 积 满足 


即 有 


即 


证 


(a B)! Ga) (B 8). 
1Ce D I& lal * 181. 
当 a=0 时 ,显然 成 立 . 当 аз0 时 ,对 任意 实数 E UR. 
(+ B,ka+ 0)20, 
k'(e,a) +2k(a,0)+ (8,0)20. 


左边 是 上 的 二 次 三 项 式 , 由 于 它 非 负 , 所 以 判别 式 


即 


4(a, 8) —4Ca a) CQ, B) 0, 
ба, В):<а,а)В,8). 0 


称 (4) 式 为 许 瓦 兹 不 等 式 . 
定理 4.6 设 a,8ER", 则 


(1) 
(2) 
(3) 
证 


lal 2:0, Bla] 0270, (FE HE); 
lal = |k] lal, CEF KH): 
1а+81< 121-181. 995). 
(1),(2) 是 显然 的 . 下 面 证 明 (3). 由 许 瓦 兹 不 等 式 得 
|a+-8|:= (a+ B.a+ B)=(a,a) -2(a B) - (GB 


<le|:+2|e||8|+ IBI Clal - 18D. 


4) 
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两 边 开 方 得 


|а+81< |а|+181. 0 
定义 4.15 设 wpERa 天 0,8 天 0, 称 gp 一 arccos Тр <<. Же 与 6 的 夹 角 . 
当 (a,8)=0 时 , 称 向 量 “与 8 正 交 , 记 为 | B. 显然 ,车 a=0, 则 a 与 R 中 任何 向 量 


dum. 
4.4.5 标准 正 交 基 


本 段 中 向 量 都 是 实 向 量 . 

称 两 两 正 交 的 非 零 向 量 构成 的 向 量 组 为 正 交 ( 向 量 ) 组 ~ 

例 14 试 证 : 正 交 向 量 组 asaan 一 定 线性 无 关 . 

证 CE 

Jy tka d а, 0. 
用 wG=1,2,…"m) 对 上 式 的 两 边 作 内 积 ,得 
外 (aya) 十 … 十 和 -Gaya-D 十 二 (aya) 十 … 十 如 (ayan) 一 0. 

Hasa an MAER , BEL C252) 0, j—1,2, i 1/1, m. 


d kilasa) = ,2, =, m. 
因 270, BEA (а,,а,) = la 1250, k,=0,G=1,2,--,m). ЖЫ ЖН а,аг, 线性 
无 关 .0 


由 单位 向 量 构成 的 正 交 向 量 组 称 为 标准 正 交 向 量 组 . 

我 们 常 采 用 标准 正 交 向 量 组 作为 向 量 空间 的 基 . 

定义 4.16 аа, ran 是 向 量 空间 V 的 一 个 基 . 如 果 a ,a,,… a. 两 两 正 交 , 则 
fi a assa, EV 的 一 个 正 交 基 . 如 果 每 个 向 量 ,又 都 是 单位 向 量 , 则 称 а аза 
ЖУ 的 一 个 标准 正 交 基 - 

SEA азаа, ЄК", asana, 是 尺 "的 标准 正 交 基 的 充 要 条 件 是 
1 i=j 
0 j 

Bi 15 asasan 是 向 量 空间 V f ЕА, a € V.o = ab Eas 
ла E k= баа) im 1,42, m. 


证 PES TE 
(asa) = Ca; kia kya T Ела) 


а G,jo1,2,.). 


о ij 
有 
1 


i=j, 


i=1,2,- m. I 


一 (akiai) 一 所 (aiyai Я 
由 上 例 可 以 看 出 , 求 一 个 向 量 被 标准 正 交 基线 性 表示 的 表示 系数 是 容易 的 ,这 是 标准 
正 交 基 的 优点 之 一 
在 几何 空间 中 ,直角 坐标 系 中 的 i,j,k 就 构成 R 的 一 个 标准 正 交 基 - 


4.4.6 施 密 特 正 交 化 方法 


本 段 中 向 量 都 是 实 向 量 - 
* 100. 


我 们 经 常 遇 到 已 知 向 量 空间 V 的 基 wa,…，a, 进 而 求 向 量 空 间 Y 的 一 个 标准 正 交 
基 的 问题 . 这 个 问题 等 同 于 下 面 的 问题 . 
Ж а, ,а:, ran 是 n 维 向 量 构成 的 线性 无 关 向 量 组 . 
а) RS ara, sen 等 价 的 正 交 向 量 组 А... 
(2) RS А.В, Be 等 价 的 标准 正 交 向 量 组 六 ,7z， 
称 (1 ) 为 正 交 化 过 程 , 称 (2) 为 标准 化 过 程 . 
为 将 向 量 组 B ,8:，…,p。 标准 化 ,只 须 令 


Г d ы луй. 
птар c E OU UE 


ma. 
可 以 按 如 下 的 施 密 特 正 交 化 方法 将 向 量 组 w загса, 正 交 化 . 
Ф В=а, 
ва 0р, 
NEC SNR S 
Rete BOPT Gah 
GBD обаа) ба.) 
7 dio BO вое сый” 
M) А,В, Ba 是 与 mvaz,…von 等 价 的 正 交 向 量 组 . 
例 16 设 
1 0 [o 
0 1 0 
a=, aml, “| 
1 0. 1. 
RI e, aa a, 等 价 的 标准 正 交 向 量 组 . 
解 取 
B= 0 
ла 1 ; 
1. 
1 =] 
(oB), _|1|_1|0|_1 3 
в 0.808 1| 34|73| 2l 
ol 1 -| 
区 一 引 
(oD) (825 || 2/9| 1| m е 
Вее A 1| 3|1 ii 2| 5| al 
1 àil 2) 
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再 取 


m 
„а | 
ТАТ vali! 
al 
гт 
ym bm pl 
татат ZE 
[-3 
ےر‎ 1 
> 18] RÎ vis 


则 767.7; 为 与 masvas 等 价 的 标准 正 交 向 量 组 . 
4.4.7 EXER 


容易 看 出 ,nXn KER 4 二 (a1a2…a,) 的 列 向 量 组 a ,os 


J Аж. 为 了 刻 划 R" 的 标准 正 交 基 , 我 们 引入 正 交 阵 的 概念 . 


定义 4.17 如 果 n 阶 实 方 阵 4 满足 
А'А=Е, 
则 称 4 ЖЕФ ОБ). 
nn 阶 正 交 阵 A 具有 如 下 性 质 : 
(1) ААШ, Н A= A; 
(2) 4' 也 是 正 交 阵 (从 而 А 也 是 正 交 阵 ); 


(3) ”对 任意 维 列 向 量 X.AX 保持 向 量 X 的 长 度 , 即 


lAX]= XI 


(4) RHEE r EFE X m Y.AX M AY BF X MY 的 内 积 , 即 
САХ,АҮ)=(Х.Ү). 
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"a, Ж R" 的 基 的 充 要 条 件 


我 们 给 出 (3) 的 证 明 , 请 读者 给 出 其 余 证 明 . 

证 (3) |AX|= /(AX,AX)= /(АХ)' AX — VX (A A)X=VX'X 
=/@Ю=|х|. 0 

定理 4.7 RA nXn KERE 


4 一 (aiaz…ao). 
则 а, ,аз, "°: a, 构成 R 的 一 个 标准 正 交 基 的 充 要 条 件 是 4 JE IE REPE . 
证 依 题 设 可 得 


а; [Gm (asa) + С 
; (em) (asa) c (asna) 

A Am | aes e |. © 
d, [Gm Cansa) c 0,22] 


必要 性 : 因 a1,a;,… o, 是 R 的 标准 正 交 基 ,所 以 


аа ia i,j=1,2,= n. 
由 式 (5) 知 
A'A=E. 
充分 性 :由 А 可 递 知 a1,a:,…,a, 是 R" 的 基 . 因 А 是 正 交 阵 知 
А'А=Е,. 
由 式 (5) 可 得 
багаа ijelieen. 
0 ij 


FE азаа, ER 的 标准 正 交 基 . Û 
利用 定理 4. 7 可 以 方便 地 判断 矩阵 是 否 为 正 交 阵 , 比 如 


[. БИР a| 0 010 

A= [° =н, B=) 2 42 А cal? o o of 
sinp cose 1 1 | 0001 
V2 4/2. bioa 


йш А'А=Е,В' B= E, BEL А,В 都 是 正 交 阵 . 由 C 的 列 向 量 组 是 R* 的 标准 正 交 基 , 知 


C 也 是 正 交 阵 . 
ЖЕ. 由 正 交 阵 的 性 质 (2) EZE А 的 行 向 量 组 也 是 R HEEZE. DTA 


4.7 中 的 “标准 "两 字 是 不 能 去 掉 的 .例如 ,虽然 w% 一 | |a| ee neze ва 


M 


4 一 (ayaz) 一 
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1 
1 a= 
3 


1 


Yo 一 | |, |= 


4 


1 


2(а,—а)+5(а,++а)=2(а,+а). 
2. HA 是 ， 阶 实 对 称 矩 阵 , 试 证 对 任意 .BE R", 都 有 : 
(1) еВ=#а, 


(2) САа)' B— CABY a. 
3. ËA n ТИЙРЕ», o sm 是 k 个 n 维 列 向 量 . 试 证 a,0,… 


HAM Аа, Aa ‚Аа, 线性 无 关 . 


4 ”判定 下 列 向 量 组 是 否 线性 相关 ,为 什么 ? 


Q 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


5. 判断 下 列 命题 是 否 正确 : 


а= 


а= 


7 


CENO 


Бо 0 Бю 


LoJ 


а= 


а= 


6 
一 4 
—8 


suwuB5beudb-e2lb-eub-s 


| 


а= 


а= 


a= 


MEL 


(a 线性 无 关 


(1) 车 有 常数 ,ks,h 使 hay 十 haz 十 has 一 0, 则 向 量 组 mvazyas 线性 相关 ; 
(2) Ж 8 不 能 表 为 mva 的 线性 组 合 , 则 向 量 组 w ,as,p 线性 无 关 ; 
Ean 线性 无 关 , 且 B 不 能 由 а.а. 线性 表示 , 则 n ERA aap 线 


(3) 
性 无 关 ; 
1м. 


《4) ЖЯ ааа, 线性 相关 , 则 а,,а,,о, 中 任 一 向 量 都 可 由 其 余 2 个 向 量 
线性 表示 ; 
O ЖАВ аа, 中 任意 一 个 向 量 都 可 以 由 其 余 2 个 向 量 线性 表示 , 则 
asaza, 线性 相关 
(6) ”车 向 量 组 a1,4;,as 中 任 两 个 向 量 都 线性 无 关 , 则 a rer, 也 线性 无 关 ; 
《7) 设 有 一 组 数 ,k,,ks, 使 kai 十 kas 十 has 二 0, 且 as T h аа, 线性 表示 , 则 
k, 0; 
(8) ЖЕЖ а.а, 线性 相关 , 则 a, 可 表示 为 其 余 向 量 的 线性 组 合 . 
6. Bana REER. E PTH aaa 线性 表示 , 试 证 表示 式 是 唯一 的 . 
7. BATIH aaa 线性 表示 , 且 表示 法 是 唯一 的 , 试 证 aaa 线性 无 关 . 
8. Baraa 线性 相关 ,a,,as,a, 线性 无 关 . RIE 
(1) а 可 由 asa 线性 表示 ; 
(2) а 不 能 由 asana 线性 表示 - 
9. Eaa ap REER S 
Bi=at+B, В.=а.+28, Basti. 
试 证 8,.8..8,.8 线性 无 关 . 
10. asaza, 可 由 Bi, Bs", f, 线性 表示 , 且 arsa, a, 线性 无 关 ， 试 证 ,向 
量 组 8, ,8:，…,8, 线性 无 关 
1. a FI HI aaa 线性 表示 ,但 “不 能 由 aa 线性 表示 , 试 证 :a, 可 由 а,а,,а, 
线性 表示 . 
12. Ы аа, "а, УР аза 
isa, ЙН аза ran В FR 
13. 确定 数 a 使 向 量 组 


a1 n ] n 


a, B 的 秩 相 等 . 试 证 :向 量 组 wyas， 


К л. 
14. dA S BAIE mx p 5 pXn EWER: 
RCAB) min (RCA) RGB) ). 
《 注 :学 过 第 二 章 2. 7 节 的 同学 ,不 必 做 此 题 .) 
15. 设 有 向 量 组 


-f 
1 


(1) 该 向 量 组 的 秩 ; 
(2) ”该 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ; 
D 用 (2) 中 选 定 的 极 大 无 关 组 表示 该 向 量 组 中 其 余 向 量 . 


z| m 0] [| 
Я zu а= |1. a= |21, a= 111.4. 
із uj 1o ш! 
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n n 1 
16. 试 证 :由 向 量 一 | 0| ， а= i ‚а= H 所 生成 的 向 量 空间 就 是 R°. 
0 0 INI 
17. 由 二 (1,2,1,0),a: 二 (1,0,1,0) 所 生成 的 向 量 空间 记 作 V, 由 В, = (0,1,0, 
0),p8: 一 (3,0,3,0) 所 生成 的 向 量 空间 记 作 了:, 证 明 V, =V. 
18. У = (Суола) азоо, ЄК Gm) 
EXIIT LEES 


Vi= 1{ (T1720°" z.)|Ti Za s": 
问 V. V; 是 不 是 向 量 空间 ? 为 什么 ? 
19. # а= (1,2,1), а,=(2,3,3), wm 一 (3,7,1). 
һ==(3,1,4), #=(5,2,1), 有 一 (1,1, 一 6). 

(DIE a ,аз,аз:2,,:,8, Ж R 的 基 ; 
(2) 求 由 前 一 组 基 到 后 一 基 的 过 湾 矩 阵 ; 
(3) 求 向 量 (0, 一 2,3) 在 这 两 组 基 下 的 坐标 
20. daa; a, 是 互 不 相同 的 k 个 数 ,又 k<n, 证 明 维 向 量 组 


1 1 1 
а а: а 
а= laî |, а= |а |. = |а} 
e к Di 
га аў i 


线性 无 关 . 
21. ЫЖ а.а, а, 与 向 量 组 P Beo BLOCS Bs 可 由 向 
UB 8, ,8:,，……,p, 线性 表示 ,证 明 这 两 个 向 量 组 等 价 . 
22. Ш ааз, "заза за 的 秩 为 ,向 量 组 asso, 的 秩 是 +, 试 证 
{Zr+s—m. 


23. BWA n EIRA a ra, a, fü 维 列 向 量 组 Bo Pens Be 记 


A= (aiya a) Bo (By Bis BO. 
则 avas," sa, 可 由 向 量 组 Doo B, 线性 表示 的 充 要 条 件 是 存在 矩阵 C 使 
A=BC. 
24. Bn Xn EBE A 经 初等 列 变换 化 成 矩阵 В. 试 证 A 的 列 向 量 组 与 B 的 列 向 量 


组 等 价 . 

25. 设 向 量 组 us Pon PRU ERE asso 满足 

(B B; Bm Quas sa Ks, 

其 中 天 s Xr SEPE, B азаа, 线性 无 关 , 证 明 ppe 
矩阵 K 的 秩 КСК) =. 

26. iaasa, 是 一 组 n 维 向 量 ,证 明 该 向 量 组 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 : 任 一 
维 向 量 都 可 由 它们 线性 表示 . 

27. Wasaa, ER 的 一 个 基 ,a€ К. (а,а) =0,1=1,2, п, a=. 

а, 是 R 的 一 个 标准 正 交 基 ， 


B, 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 


Bi=zw Trab Fran, Ba= а ys nm уа, 


试 证 : (B = у. rye days 

29. EA aaa 是 К? 的 一 个 标准 正 交 基 , 求 paata 与 B,=2a +a, 22 
的 内 积 

30. 将 向 量 组 


标准 正 交 化 . 
31. KK A,B 都 是 阶 正 交 阵 , 试 证 : 
D 4 也 是 正 交 阵 ; 
(2) AB 也 是 正 交 阵 . 
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第 五 章 ”线性 方程 组 


在 第 一 章 中 ,我 们 曾 用 Cramer 法 则 来 求解 线性 方程 组 . 那 时 ,对 线性 方程 组 有 两 个 
限制 ,一 个 是 线性 方程 组 中 方程 的 个 数 和 未 知 数 的 个 数 相等 , 另 一 个 是 系数 行列 式 不 等 于 
F. 本 章 将 去 掉 这 两 个 限制 ,讨论 一 般 的 线性 方程 组 : 

AuTi disi H Hant m, 


qur ranri Hant, =b, 


алата raus 
Jh aj G=1,2,--.mij=1,2,- sn) 都 是 常数 . 

本 章 主要 讨论 如 下 几 个 问题 : 

1. 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 ; 

2. 方程 组 有 唯一 解 的 充 要 条 件 ; 

3. 方程 组 有 无 穷 多 解 的 充 要 条 件 ; 

4. 方程 组 解 的 结构 ; 

5. 如 何 解 具体 的 线性 方程 组 . 


5.1 线性 方程 组 有 解 的 条 件 


5.1.1 基本 概念 


许多 实际 问题 都 可 归结 为 一 个 线性 方程 组 我们 先 介绍 线性 方程 组 的 有 关 概 念 . 
设 有 线性 方程 组 


anri Fatt Hant, =b, 


b 


аһ axr + Fat, 


a) 


a, n asr |+ +a, r,=b.. 


记 
аһ aT, “ 
а а 
А= 
ам as 
则 式 (1) 可 写成 矩阵 形式 


АХ= В. 0) 
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ац а а.) 
4n ax аы 
а= » @=j|, jes a=], |, 
则 式 (2) 可 写成 向 量 形式 
2,0; 150; 7 d r.a, — B. (3) 
称 4 为 方程 组 (1) 的 系数 矩阵 . 
记 
an а an b 
"LLL 
ам dap oda. Ы. 
Ts B 为 方程 组 (1) 的 增 广 和 矩阵 . 
Ë n=dsrn=d: e,r, =d. 为 方程 组 (1) 的 解 , 则 称 
d, 
d. 
х= : 
а.) 


为 方程 组 (1) 的 解 ( 向 量 ). 显然 ,这 个 向 量 X 就 是 方程 组 (2) 的 解 . 

车 方程 组 有 解 , 则 称 这 个 方程 组 是 相 容 的 ,否则 称 这 个 方程 组 不 相 容 . 

若 式 (1) 中 bb,6,,…，,b 不 全 为 0, 则 称 式 (1) 为 非 齐 次 线性 方程 组 ; 若 式 (1) 中 6, 二 bb 
二 …=b, 二 0, 则 称 式 (1) 为 齐 次 线性 方程 组 . 

由 于 z=x = =r,=0 是 齐 次 线性 方程 组 的 零 解 ,所 以 , 齐 次 线性 方程 组 总 是 相 容 
的 


5.1.2. 非 齐 次 线性 方程 有 解 的 充 要 条 件 


由 (3) 式 可 知 ,方程 组 (1) 的 解 就 是 向 量 8 用 向 量 组 w ,cz,…'o. 线性 表示 的 系数 . 因 
此 ,下 面 三 种 提 法 等 价 : 

(1) 方 程 组 (1) 有 解 ; 

〈2) 向 量 8 可 由 向 asaza, 线性 表示 ; 

СЗ) Я ааг, s.a, 与 向 量 组 ass 0. 

下 面 的 定理 给 出 了 判定 非 齐 次 线性 方程 组 是 否 有 解 的 一 种 实用 方法 . 

定理 5.1 非 齐 次 线性 方程 组 (1) 有 解 的 充 要 条 件 是 它 的 系数 矩阵 的 秩 等 于 其 增 广 
阵 的 秩 , 即 


R(A)=R(B). 
证 ”必要 性 : 因 方 程 组 (1) 有 解 ,所 以 向 量 组 wm az,…，a УША азата. ¥ 


MFE: 
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КСА) = Ж # (ai sas ,а,) = [Ж#Н (а, sos so, В ROB). 

充分 性 : 记 АСА) S ROD or. Ж аза, "а, 是 向 量 组 sso, 的 一 个 极 大 
无 关 组 . 由 КОВ) =, ааз, "а, 也 是 oa, B 的 一 个 极 大 无 关 组 . 于 是 8 可 
H ааг, sa, 线性 表示 ,当然 8 也 就 可 以 由 a ,0s,… ,a,,a,+1,… а, 线性 表示 . 故 (1) 式 
Am. 


5.2 线性 方程 组 解 的 结构 


5.21 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 


设 有 齐 次 线性 方程 组 
auzi 十 atzzs 十 … 十 aoz 一 0 
аплу+алу+ = 
ч) 
amy Hanti H Han, =Ù 
写成 矩阵 形式 为 
AX=0, (5) 
写成 向 量 形式 为 
Ti 十 zzaz 十 … 十 za 一 0 (6) 


jd N(4) 为 齐 次 线性 方程 组 (5) 的 全 体 解 向 量 所 构成 的 ( 解 ) 集 合 . 

BEE 5.2 齐 次 线性 方程 组 (5) 的 解 集合 N(4) 是 向 量 空间 ,并 且 N(4) 的 维 数 是 "一 
R(A). 

证 设 和 ,6 都 是 方程 组 (5) 的 解 ,因为 A(6.+6.)= A6 + Af, =0, AGED = RACE 
一 A0 一 0, 所 以 和 十 ki( 为 任意 常数 ) 也 是 式 (5) 的 解 , 故 N(4) 是 向 量 空间 . 

АСА) =r, 8 гел, aaa, а, 线性 无 关 , 故 式 (6) 只 有 唯一 的 零 解 ,于 是 ,N(4) 
= (0), МОА) t =0=n—r;# r<n, 不 妨 设 A 的 左上 角 的 阶 子 式 
an … ay 
#0, 


ал се a, 
则 A 的 前 ~ 个 行 向 量 是 4 的 行 向 量 组 的 极 大 无 关 组 ,所 以 方程 组 (4) 的 后 m 一 r 个 方程 可 
由 前 ~ 个 方程 线性 表示 . 这 样 ,方程 组 (4) 与 下 面 的 方程 组 同 解 : 

p Tav, 


Arry Era — — deis 


(7) 


алх ett +a,z,=—a,— ir, —_ Au 
HE tatea, 一 组 值 , 则 式 (7) 右 端 成 为 已 知 常数 ,应 用 Cramer 法 则 ,可 以 唯一 地 
确定 式 (5) 的 一 个 解 (zi ,2，… ,Zz,，zr1，… 7。)， 现 分 别 取 下 面 a 一 r 组 数值 


snos 


T=l, 062—0, сз,л„=0; 


20120, zsz=1, +з,л,=0; 


2120, Trra=0, cea, 


可 得 п—г 个 解 向 量 


ац Fa 
аһ а. 

а Sume cus ss (а, 
1 0 
0 1 b. 
0 0 

š [0 0 

0 1 H 

因 向 量 组 | ; | ,| ; |，…, |。 | 线性 无 关 , 由 第 四 章 推论 4. 1 ЯНЫШ Eê: 
0 9 Jj 1 
线性 无 关 
h 


设 6 |“ | 是 式 (7) 的 任 一 解 向 量 . 记 


Баа, 
That katik... = 5" 4. i 
k 


d, 
因 N(4) 是 R 的 子 空间 ,所 以 了 也 是 式 (7) 的 解 向 量 ， к |» |s|: валаа 
Li dad 


Maa 7t auk, 


(8) 


t а + Бант, а, *** а, 

的 解 向 量 , 由 Cramer 01,108) 00—80. kı =d dir k а, €= 7= 

Аё aic БА, FE ÊÊ, sê, E ЖЕШ Ж.И 66s ELLE NCA) 
و‎ 


的 基 , 因 此 , 式 (5) 的 解 空间 NAMEKE п. ] 
还 可 按 如 下 方法 证 明 6,666 线性 相关 : 令 B=( 人 ,6,,… 6 s €), AB= 
CAE A6, 7, A6, A) —0. H 2. 7 589 (6) I R(B)<n—R(A)<n—r+1, А iê: 
S6 S AER. 
推论 5.1 WW AR тхл Ж.Х (rir. z.) s 
(ODAX —0 有 唯一 解 ( 只 有 零 解 ) 僵 R(4) 等 于 未 知 数 的 个 数 ne A 为 列 满 秩 阵 ; 
(2)AX=0 有 无 穷 多 解 (有 非 零 解 ) 近 R(4) 小 于 未 知 数 的 个 数 n, 
(3% r=R(A)<n Bf BE 6 6 6, EN CAXIS3E RR] AX =0 的 解 空间 可 表示 成 
МСА) = (ХІХ АА des EF). 
称 N(4) 的 基 所 ,66-, 为 方程 组 (4) 的 基础 解 系 . 方程 组 (4) 的 通 解 可 以 表示 成 
X—h6 6 bb Eus 
ЖОР kisko hes E TERCER. 
Щ RA) =п BE PEA CO FUR ERE LN CA) = (0). 此 时 ,方程 组 (4) 没 有 基础 解 系 . 
Щ RD n 时 ,B,p:，…,B, 为 4X 一 0 的 基础 解 系 的 充 要 条 件 是 ; 
B.B": B, 为 4X 一 0 的 an 一 R(C4) 个 解 向 量 构成 的 线性 无 关 向 量 组 . 
推论 5.2 个 未 知 数 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 
ап "+aiwr,=0 


antt” 


ату n 0, 
有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 它 的 系数 行列 式 14|=0. 
例 жува 
mtrt r =0 
2z + 7-32 =0 
【zi 十 3T2 十 I 十 二 0 
的 基础 解 系 和 通 解 . 
解 由 


0 0 0 0. 


juod 
知 RCOD=2, 又 | l=] | = 一 2 二 0. 所 以 该 方程 组 与 
an an| |l 一 1 
Íz r = rtr 
== гЗ 


同 解 
取 两 组 数 x; 一 1,z, 二 0;z3 一 0, 二 1, 解 得 一 个 基础 解 系 
*112* 


"n 2] 
gel hga 
Я P sê: ol 
Lo 1 
于 是 通 解 
ES -1 
= 0 -1 
x= Е Shj [t] ¿hok EEE. 
24 0. 1 
5.2.2 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 
设 有 非 齐 次 线性 方程 组 
anti tanti + Hant, =b, 
anti Fanta Hant, =b; 
(9) 
амл амла aur, mb, 
称 齐 次 线性 方程 组 


anzi 十 aizzz 十 … 十 Qinzo 一 0 


anzi 十 azzzz 十 … 十 azmze 一 0 
ao) 


amiT ал+ +a, r, 
为 非 齐 次 线性 方程 组 (9) 的 导出 组 ,或 称 (10) 为 与 (9) 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 . 为 方便 ,分 
别 将 式 (9) 和 式 (10) 写 成 矩阵 形式 AX — 8 和 AX=0. 

定理 5.3 方程 组 (9) 与 方程 组 (10) 的 解 向 量 满足 : 

COS hh 都 是 式 (9) 的 解 , 则 刃 一 思 是 式 (10) 的 解 ; 

(2) 车 7 是 式 (9) 的 解 ,是 式 (10) 的 解 , 则 XX 一 $ 十 7 还 是 式 (9) 的 解 . 

证 (D А‹т—)=Ат—Атъ=ЙВ—ЙЁ=0,Ё} 7—7. 是 式 (10) 的 解 ; 


(2) 4(8 十 力 = 46 十 49=0 十 B=B, 即 6+3 是 式 (9) 的 解 . D 

推论 5.3 设 4 是 方程 组 (9) 的 系数 矩阵 ,B 是 (9) 的 增 广 矩 阵 ,” 是 (9) 的 未 知 数 个 
数 , 则 

(1) 方程 组 (9) 有 了 唯一 解 千 R(A)=R(B)==n; 

(2) 方程 组 (9) 有 无 穷 多 解 千 R(4) 二 R(B)<n. 

证 (1) 必要 性 : 因 (9) 有 解 ,所 以 RCA) = ROB). 因 (9) 的 解 唯一 ,由 定理 5.3 的 (2) 
知 (10) 的 解 唯一 ,于 是 由 推论 5.1 知 КСА) =п. 

ЛН: КСА) = КСВ), ЦС) Е. 若 (9) 有 两 个 以 上 不 同 的 解 ,由 定理 5. 3 的 
(1) 知 (10) 有 非 零 解 ,这 与 RC4) 一 ”矛盾 ; 故 (9) 有 唯一 解 - 

(2) 必 要 性 : 因 (9) 有 解 ,所 以 ROO T КВ). 因 (9) 有 无 穷 多 解 , 由 定理 5. 3 的 (1) 知 ， 

из. 


(10) 有 非 零 解 ,于 是 由 推论 5.1 知 КОА) n. 

充分 性 (4)=R(B) 所 以 (9) 有 解 . 因 R(A)<n, 由 推论 5.1 知 (9) 有 无 穷 多 解 ， 
于 是 由 定理 5. 3 的 (2) 知 ,(9) 有 无 穷 多 解 . 0 

Щщ r=R(A)=R(B)<nG@ 为 未 知 数 个 数 ) 时 , 设 6.66 RE Q0 0 — АН 
系 ,7" 是 (9) 的 一 个 特 解 , 则 (9) 的 通 解 可 表 成 

X] +k ++... ар 

ДА Е. 

事实 上 ,由 定理 5.3 WDE kif + kaf, nt +k... E (10) АТ, (11) 09) 
解 . 反 之 , 设 7 是 (9) 的 任意 一 个 解 ,由 定理 5. 3 的 (1) 知 ,7 一 做 是 (10) 的 解 .7 一 人 可 由 
名 ,名 人- 线性 表示 ，, 即 存在 数 hk. k. Ë 2907 E haf + bL. 

例 2 讨论 方程 组 


| ar, t(a—Da +z,=1 
amr, car, +z, =2 
(ва +26910) Жат=2 
何 时 无 解 ? 何 时 有 唯一 解 ? 何 时 有 无 穷 多 解 ? 
解法 1 由 


a a-i ае 1 1 
B=[A:0J=|a a 125.0 1 о 1 


a 2(a—1) a 2] b 0 а-2 0. 


Га о 1 2-а 
joi o 1 


可 知 , 当 a=0 时 ， 
0 0 1 0 0 1 Z 
кон) 1 Hm R(B)=RI0 1 0 外: 
0 0 一 2 о 0 一 2 0. 
方程 组 无 解 ; 


Щ аз&0 B a 关 2 时 ,R(4) 二 R(B) 二 3, 方 程 组 有 唯一 解 
当 a=2 时 ,R(4) 二 R(B)=2<3, 方 程 组 有 无 穷 多 解 - 
解法 2 由 于 系数 矩阵 是 方 阵 , 因 此 可 用 Cramer 法 则 来 讨论 . 


a a-l [| la acl 1 


|А|= |a а = [о 1 0 |=aGa—2. 
2a 24(-D a| |0 0 а—2 
3 азё0 B a+? Bb, |A|20, REALE RR . 
当 a=0 时 ， 
ro —1 1i1] 
B-[AifB]-|o 0 1i2| 
lo —2 0:2 


ss 


i 
o о 1.21.0 ا‎ 


— 1il] fo-11in 
lo o -2 id b ооа 


所 以 ,RC4) 一 2,R(B) 一 3, 方 程 组 无 解 - 
当 a=2 时 ， 
2 1 MONI 
веса юе} 2 Є; 1 nal 
4 2 212. lo 0 0:0 


所 以 ,R(A)=R(B)=2<3, 方 程 组 有 无 穷 多 解 . 
йз 设 A 是 4 阶 方 阵 ,8( 取 0) 是 4X1 答 阵 ,R(4A)==2, 九 , 刀 , 加 和 7 都 是 非 齐 次 线 
性 方程 组 AX=B 的 解 , 且 满足 
3 
4 


0 H 
"M ， Ф@ъ+®ъ= al 3 十 二 0 


试 求 方程 组 4X 一 有 的 通 解 . | 
м A ATQ E] Um Ao (Ge. 


AE entm dan mo - a8. 
ALG9;-72— 0:372] 347+ Am - 2A] А = 38 8728-87 B. 


BIB TO +10, тт) G+ +A AX =й 的 解 , 即 


zn 
4 2 
zu = | 
х= (m+) Zlo ò B 
|: 4 
3 | 
0 0 
1 et کا‎ 
X= (20:۳1) = g | \ B 
3. ا‎ 
7 P 三 也 
1 |0 L 
X,— Gn7)-QGn43)-7| | 一 | |= ， 
[01 Ë أو‎ 
"n ls 


都 是 AX=8 的 解 , 于 是 


&-Xi-Xi—| |– ， 
4 
1 [7-1 2 
0 1| |-1 
&-X,-X,-| | 一 = , 
1| |-3 4 
1) 1-2 3. 


都 是 4X= 0 的 解 . 因 4 一 R(4) 一 2, 且 各, 全 线性 无 关 ,所 以 名 ,和 是 AX 一 0 的 一 个 基础 
RE. 从 而 ,4X= 有 的 通 解 


1 г z 
2 2 = 

X=XirhË+b6= | |+] _ "| ME 
А. 3. 


其 中 名 ,ks 为 任意 常数 
例 4 已 知 某 线性 方程 组 (1) 的 通 解 为 
0 —Y 


DUE 2 ,hshs Joa 


0 1 
设 方程 组 IT) 为 
zi+z=0 
iud. 
求 线性 方程 组 (D) (ID) 的 公共 解 . 
解 将 (IT) 的 通 解 
ЕЛ =] = 
z 2| |һ+2 
E =k | th 2| 一 k +2k, |` 
ما لے‎ 1 ы] 
代入 (ID 得 
—k,+k,=0 
Latia tics, 


R = —ь. 于 是 (D)、(ID 的 通 解 为 : 
51165 


0 1 ГІ 
2 x 

х-ы ite] | 一 后 | pa ай. 
H =J 


5.2.3 线性 方程 组 与 空间 中 的 平面 \ 直 线 


下 面 结合 几何 空间 中 的 直线 与 平面 讨论 有 关 的 线性 方程 组 . 我 们 来 看 线性 方程 组 

an 十 aizy 十 aas 一 名 

s 

《12) 中 每 一 个 方程 表示 一 个 平面 (不 妨 设 an asas £O E ian asas € NF). 

(12) 的 解 就 是 这 两 个 平面 的 交点 ,所 以 这 两 个 平面 之 间 的 位 置 关系 可 以 由 (12) 的 解 来 刻 

X. (12) 的 系数 矩阵 和 增 广 矩 阵 分 别 为 

аһ аз аз fau а: аз b 
ЫА ) 


an ax ав аһ 4n 4n b; 


(12) 


A 和 B 的 秩 可 能 是 1 或 者 2. 共有 三 种 可 能 的 情形 ; 
情形 1:R(4)=1,R(B)=1. 此 时 A 的 两 行 成 比例 ,这 两 个 平面 平行 ,B 的 两 行 也 成 
比例 ,所 以 这 两 个 平面 重合 . 此 时 方程 组 (12) 有 无 穷 多 解 - 
情形 2:R(4)=1,R(B)=2. 此 时 4 的 两 行 成 比例 ,这 两 个 平面 平行 ,B 的 两 行 不 成 
比例 ,所 以 这 两 个 平面 不 重合 . 方程 组 (12) 无 解 . 
情形 3:RCA)=2,R(B)=2. 此 时 А 的 两 行 不 成 比例 . 所 以 这 两 个 平面 不 平行 ,因而 
一 定 相交 . 方程 组 (12) 有 无 穷 多 解 . 这 时 一 般 解 中 有 一 个 自由 未 知 量 ,比如 说 = 是 自由 
未 知 量 , 则 有 
(1 
(13) 
y=d,+ez. 
从 几何 上 看 ,这 两 个 不 平行 的 平面 相交 成 一 条 直线 . 把 (13) 改 写 一 下 就 得 到 这 两 个 平面 
交 线 的 标准 方程 


х—4 _у—4 


a a 
引入 参数 1, 令 >=, 得 交 线 的 参数 方程 
үт=4+сг 
i d,+ct ар 


lz 


(12) 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 为 
anz 十 atzy 十 aaz 一 0 
\ i 


a» 


аах+ану+аз® 
(15) 中 的 两 个 方程 表示 两 个 分 别 与 (12) 中 两 个 平面 平行 且 过 原点 的 平面 ,因而 它们 的 交 
线 过 原点 且 与 直线 (14) 平 行 . 既然 与 直线 (14) 平 行 ,也 就 有 相同 的 方向 向 量 ,再 由 过 原点 


知 这 条 交 线 的 参数 方程 为 
+107 


(16) 


(=. 
(14) 与 (16) 说 明了 线性 方程 组 (12) 的 解 与 它 的 导出 组 (15) 的 解 之 间 的 关系 . 即 (15) 的 全 
部 解 与 (12) 的 一 个 特 解 之 和 就 是 (12) 的 全 部 解 . 


5.3 利用 矩阵 的 初等 行 变换 解 线性 方程 组 


考查 方程 组 4X 一 0, 设 А 经 初等 行 变换 化 为 A. W AX=0 5 AX=0 AR. 事实 
上 , 因 A 经 初等 行 变换 化 为 41, 所 以 存在 可 逆 阵 了 使 PA=4,, 设 $ 是 AX=0 的 解 , 则 
Аф =РА =Ро=0;% C Ж AX=0 的 解 , 则 A =P 7'A =P ''0=0. 因此 ,我 们 经 常用 
初等 行 变换 将 A 化 成 4A, 使 方程 组 4,X=0 容易 求解 .然后 ,去 解 方程 组 A,X=0. 
类 似 地 ,对 非 齐 次 线性 方程 组 4X=8, 我 们 经 常 将 增 广 阵 B= [A ; 8] 用 初等 行 变换 
化 为 B=[A | B], 使 AX=B 容 易 求解 ,然后 去 解 方 程 组 AX=PB. 
下 面 举 例 说 明 这 种 解法 的 具体 过 程 . 
例 5 求 方程 组 
TI 十 Ts 十 XT 一 工 二 0 
bo 
aya, +z 0 


的 基础 解 系 和 通 解 . 
WOO) 将 系数 矩阵 4 经 初等 行 变换 化 为 行 阶梯 形 和 矩阵 : 


1 11 пка 11 =1 
A=] —1 1 = я} -2 0 一 2 
143 b 20 2 


0 0 0 0. 

(2) 写 出 以 4, 为 系数 阵 的 齐 次 线性 方程 组 并 移 项 得 (选取 A 的 一 个 不 为 零 的 
R(A) 阶 上 三 角子 式 ,将 以 此 子 式 中 元 素 为 系数 的 项 留 在 等 式 左边 ,其 余 项 ( 变 号 后 ) 移 到 
等 式 的 右边 ): 

EE 
n= r, 


取 两 组 数 nm 1 1,0: 0.2, 71 8 (8 — ЕН 
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(з) ” 原 方 程 组 的 通 解 


=: z 
0 一 1 

X= 1 i q^ 为 任意 常数 - 
0 1 


注意 : 为 了 简化 步骤 (2) 的 计算 ,有 时 可 以 在 步骤 (1) 中 将 4 化 成 行 最 简 形 A. 
例 6 求解 线性 方程 组 


xz: +z, =0 
| 2zi 十 6r: 十 3 一 2z， =0 
—22,—62; —4n =0. 
解 
1 3 1 0] r2 Ë 3 1 0 
f2r 
A=| 2 6 3 —2|———*|о 0 1 -2 
—2 —6 0 —4 lo o 2 -4 
n 3 1 0 [t зо 21 
n-hn | m=. | 
d Xa a E -2|. 
000 0. 0 0 0 0. 
得 同 解 方程 


p -—32-21, 
z= 2r. 


жил, 为 自由 未 知 数 ,分 别 取 =l r= M r0 


Ja E 


解 得 一 个 基础 解 系 


| °| 引 
1 о) 1 
ҮТ: 
- nn 
х=һ&+ыб=һ |+” ) heh 为 任意 常数 。 
o! | i 


例 7 求解 非 齐 次 线性 方程 组 
i rin 一 一 4 
ie —rin-2 
52,12, 3,7 —2 
l2z,—31,—52 —л,=4. 
& (D 写 出 方程 组 的 增 广 阵 B-LA: 8], 用 初等 行 变换 将 B 化 成 行 阶梯 形 矩 阵 
(或 行 最 简 形 ). 
ETE 


(2) 写 出 以 六 为 增 广 阵 的 方程 组 ,并 移 项 (选取 À 的 一 个 不 为 零 的 R(A) 阶 上 三 角 
子 式 ,将 以 此 子 式 中 元 素 为 系数 的 项 留 在 等 式 左边 ,其 余 项 变 号 后 移 到 等 式 右 边 ) ,得 
ma —2n= 2+4 
| Ta 一 Ts 一 x+2 
3z,=—2r,—3. 
z 为 自由 未 知 数 , 令 ,二 k(k 为 任意 常数 ), 代 入 解 得 (将 r =k 代入 第 3 个 方程 得 x; 的 
取 值 ,将 zor RAS 2 个 方程 得 т. 的 取 值 ,将 raro т; 代入 第 1 个 方程 得 z 的 取 值 ) 
f 2 


П А+ 
а= +1 
= 一 了 hl 
а=. 
于 是 得 原 方程 组 向 量 形式 的 通 解 
E 1] 2 1 [一 2 
| 3 
= 1 1 1 1 
x= = +k 3|= +h , 
| |-1 H -1 一 2 
3 
7 0, 1 0 3 
其 中 心 为 任意 常数 . 


т 二 (1,1, 一 1,0)' 为 原 方程 组 的 一 个 特 解 . 
二 (一 2,1, 一 2,3)' 为 原 方程 组 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 . 
例 8 求解 线性 方程 组 
@лү+4х; —лу+3л,=9 
m biz +z =6 
aybhrek2r, =r =T 
2z,-4z, +r, +z.=11. 
+120. 


即 得 
Ф z= ,二 得 


y-—2h—k-5 
е 入 十 OA: 十 0 
z= Ok +k+1 
br Ok +k +O, 


"n -2] E H 

其 向 量 形式 的 通 解 x= “a| !\+ь| 4. 
?| 1 n 
. ol | il io] 


pk 为 任意 常数 

久 一 (5,0,1,0)' 是 原 方程 组 的 一 个 特 解 ， 

和 一 (一 2,1,0,0)' ,6 一 (一 1,0,1.1)' 是 原 方程 组 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基 
WRR. 


1 1 m 
B» tas E 
2 2 laj 
ао 线性 表示 的 表达 式 . 
解 rsr tË ria trap, 
[n*z7l 
则 1—z1+z:=0 
(2r, +2r:=a. 
b ya xa 
i 0110], Ê роз 
iin a 1 مله‎ 2 1 EA PEL 
| H 10 1 | 
2214] lo 0ia-2) | 2 
lo 0201 


因 B SL HI mvaz 线性 表示 ,所 以 该 方程 组 有 解 - 因此 ,.R(4) 一 RCB),a 一 2, 方 程 组 的 解 为 


۰121۰ 


故 
例 10 设 有 3 个 平面 
和 :3z 十 2y 十 = 十 a 一 1 一 0 
m:1+4y—3z—a—1=0 
ma:3r 一 3y 十 (6 一 1)z 十 9 一 0， 
试 讨论 这 三 个 平面 的 相互 位 置 关系 . 
解 这 三 个 平面 的 法 向 量 两 两 互 不 平行 , 故 这 三 个 平面 互 不 平行 . 考查 三 个 平面 方 
程 所 构成 的 方程 组 的 解 的 情况 . 
| 2 үү ° = 2: 
1 4 —3ll+a|— o 5 —5 1+2|. 
3 -3 6-1-9] lo о 5—713а—9 
3 0— 71,2553 时 ,方程 组 无 解 ,三 个 平面 没有 公共 交点 ,由 于 这 三 个 平面 互 不 平行 知 
它们 两 两 相交 于 一 条 直线 . 
当 4=7,a 一 3 时 ,方程 组 有 无 穷 多 解 : 


—a 


一 8 
5 一 1 
X=| 7|+k| 1 k 为 任意 常数 ， 
5 1 
0 
MAS En 
5 
此 时 三 平面 交 于 一 条 直线 : »-ie 
z=k. 
365-7 时 ,方程 组 有 唯一 解 ,三 个 平面 交 于 一 点 - 
3 题 五 
l. 判断 下 列 线性 方程 组 是 否 有 解 : 
22141: 一 za 一 6 2r4n —2,—6 
a) | +z =4 (2) [snm 十 zs 一 4 
3zi 十 6r: 十 2z: 一 一 3zi 十 6rz 十 2r: 一 一 1 
2z 十 4y —2=6 
(3) | z+2y +z=3 
3r+6y+2z=9; 


2. 设 九 ,加 ,… 都 是 非 齐 次 线性 方程 组 АХ =8 的 解 向 量 ， 4 
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=i +k; H uu 


(1) #ktkit 0,9 2 BE 4X 一 B 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 AX —0 的 


QU 车 如 十 和 十 … 十 二 
设 4 为 4 阶 方 阵 ,R(4)= 


1, 则 7 也 是 AX — 8 的 解 向 量 . 
5,52, за, 都 是 非 齐 次 线性 方程 组 AX = p 的 解 向 量 ， 


O) FR 4X=B 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 AX=0 的 一 个 基础 解 系 ; 
(2) ЖАХ=В MER. 
已 知 


1 1] 1 1 11 


1 +8 5 


CD ab 为 何 值 时 ,8 ЖЖ аа-аа 的 线性 组 合 ; 
(2) а,Ь 为 何 值 时 ,8 可 唯一 地 表 为 a,,a: ,as,a, 的 线性 组 合 . 
已 知 齐 次 线性 方程 组 


хү+ал+ту=0 
tne 


z,—2, 32,70 


APR a. 


6. 


7. 


求 下 列 方程 组 的 基础 解 系 及 通 解 : 


3zri 十 2r: 十 3r: 一 2zr, 一 0 (а +z =0 
а e +r: + —34-20 (2) (2n+3r +r+zr=0 
2z 十 2r， +r+2r=0 2x, 2r 21, 01,70; 


G 


| 
-4 -2 -1i||ln| |o 

3 18 可 | 
求 下 列 方程 组 的 通 解 : 


0 9 5 il 01 
1 5 3 1# Й 
i Е 

1 


о م‎ 
> 
| 
E 

poe re 
2 
an 
5 


w o 
o 
> 
1 
> 
S 
hi 


2z, 十 -r+ =] 2z +z, پچ‎ 一 zi 一 1 
а) (2) | 


2z +z; —z, =1 zy —32,42r:,—4:,—3 
4n 2221,22; 十 4z 一 3rs 二 5rt 一 一 2; 
[n 
2 7 31 6 
= 
Q1 3-11 -| 
у 
7 —3 —2 6 一 
Ti, 
T 
1 35-4 0 1 
1 $7? - at jd 
a) zm |^ l. 
1-21-1-1 3 
1 21 -1 ال‎ 


s 
8. H asana 满足 什么 条 件 时 ,方程 组 
= =a 
ыу, +23=а; 
有 解 ? 并 写 出 通 解 . 
9. ща 等 于 何 值 时 ,方程 组 
az 十 zz 十 zs 一 1 
erna reta нато 
Qa--1); - 32, (a+2)z,=3 
有 唯一 解 ; 有 无 穷 多 解 ; 无 解 ? 当 有 解 时 ,把 解 写 出 来 - 
10. 设 方程 组 


anuzi 十 aisrz 十 … 十 atvz 一 0 


aT agr; ras, =0 


алх, Fanaa t 0, 
系数 矩阵 4 的 秩 为 一 1, 而 A PETER RARER A,#0, BRIE (An, A. 
是 该 方程 组 的 基础 解 系 . 
Il. din 是非 齐 次 线性 方程 组 AX— (08  — T RISE 6.6 6 EXT 
的 齐 次 线性 方程 组 4X 一 0 的 基础 解 系 ,证 明 
а) êsê sê, ,线性 无 关 ; 
(2) ptp e+ E+N R AXS BI nrl 个 线性 无 关 的 解 向 量 
12. 设 非 齐 次 线性 方程 组 AX=B(B 去 0) 的 系数 矩阵 的 秩 为 7 ,7 ,7.，… M- 
是 它 的 n 一 r 十 1 个 线性 无 关 的 解 向 量 . 证 明 它 的 任意 一 个 解 向 量 都 可 表示 为 
Х= ++ baeo EP e eb tkil. 
13. 证 明 与 线性 方程 组 AX —0 的 基础 解 系 等 价 的 线性 无 关 向 量 组 也 是 AX —0 的 
基础 解 系 . 
Me 


14. i m>xn EBE A 的 秩 R(4)=r, 试 证 若 r<n, 则 存在 秩 为 "一 ~ 的 列 满 秩 阵 B. 


使 
AB=0. 
15. ЖА mXn ЖЕЕ, RUE A ЮКЕ m 的 充 要 条 件 是 对 任意 mx 1 和 矩阵 8, HE 
组 4X=B 总 有 解 . 
16. 设 有 平面 上 三 条 直线 
Luz+y+a=0 
Ta:z 十 2? 十 6 一 0 


Lısz+3y+e=0, 
试 讨论 这 三 条 直线 的 相互 位 置 关系 . 
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第 六 章 “特征 值 ,特征 向 量 及 相似 和 矩阵 


在 工程 技术 中 遇 到 的 振动 和 稳定 性 问题 以 及 第 八 章 中 化 二 次 型 为 标准 形 等 问题 中 ， 
往往 要 寻求 满足 方程 AX=2X 的 非 零 列 向 量 X RB А. ДФ A J n BFE. 我 们 称 这 个 
非 零 向 量 X 为 4 的 特征 向 量 , 称 为 4 的 特征 值 . 特征 值 和 特征 向 量 在 实际 问题 中 有 许 
多 应 用 ,它们 是 线性 代数 中 的 两 个 基本 概念 

本 章 主要 研究 如 下 几 个 问题 : 

1. 方 阵 的 特征 值 ; 

2. 方 阵 的 特征 向 量 ; 

3. 相似 矩阵 . 


6.1 特征 值 与 特征 向 量 


6.1.1 特征 值 与 特征 向 量 的 概念 
特征 值 与 特征 向 量 的 概念 刻 划 了 方 阵 的 一 些 本 质 特征 .这些 概 念 不 仅 在 理论 上 占有 
重要 地 位 ,而 且 在 几何 学 .力学 ,控制 论 等 方面 都 有 着 重要 的 应 用 . 下面 就 来 介绍 特征 值 
与 特征 向 量 的 概念 
T 


定义 6.1 WAR ABD ШАН EHE X= |. |o. 


л, 


АХ=АХ o) 
成 立 ,那么 , 称 4 为 方 阵 4 一 个 的 特征 值 , 非 零 向 量 X 称 为 4 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 


例如 ,对 任意 维 非 零 列 向 量 X,E.X=1X, 所 以 1 是 E, 的 特征 值 ,任意 ” 维 非 零 列 
向 量 X 都 是 E. 的 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 - 
式 (1) 可 以 写成 
QE.—A)X=0. (2) 
这 是 个 未 知 数 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 , 它 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 
|АЕ„,—А|=0, (3) 
.126° 


即 orm Un me. 4) 


—44 一 ae "~ А-а. 
这 是 以 4 为 未 知 数 的 一 元 ”次 方程 , 称 为 方 阵 4 的 特征 方程 . 其 左 端 |XE 一 A| 是 关于 4 
的 ”次 多 项 式 , 称 为 方 阵 4 的 特征 多 项 式 . 
显然 ,4 的 特征 值 就 是 特征 方程 (3) 的 解 ( 根 ),4 的 属于 特征 值 和 的 特征 向 量 就 是 齐 
次 线性 方程 组 
GE.—A)X=0 (5) 
的 非 零 解 向 量 , 称 (5) 的 解 空间 NCAE. 一 A) 为 A 的 关于 特征 值 X 的 特征 子 空间 ,特征 子 
空间 内 , 除 零 向 量 外 ,其 余 向 量 全 是 4 的 关于 的 特征 向 量 . 
-1 1 1 
例 1 求 4= | 1 =t Homann 
1 1 -1 
解 4 的 特征 多 项 式 为 


го ИЖ Ишт} 


l-A|l-|-1 4+1 —1 
-1 —1 MM 
4+1-1-1 —1+4+1—1 —1-1+4+1 
nnn 
一 一 一 一 =l 4+1 -1 
x -1 4+1 
Poi -i 
-0-D 4+1 一 1 
—1 4+1 


MES! 1 

о 4+2 0 

lo о А2 
所 以 4 的 特征 值 为 1, à = = —2. 

X =1, RHE B OL 天 :一 4)X 一 0, 由 

[2-1-1 ЕО НЕН 

E-A-|-1 2 ab MES! 

Г, =k 2 lo 0 ol 


ta 
——-a-pD 


Q-D 


= (А1) (А+ 2). 


1 
HEARR E= i A 的 属于 特征 值 二 1 的 所 有 特征 向 量 为 


m 
X=k Ë | ,其 中 为 任意 非 零 常数 . 
1: 
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ХАА 2, ВИ С 2E A)X=0, h 


[2° = чей} £ Ë 1 1) 


得 一 个 基础 解 系 


所 以 
[n Е 
X-h| l|*kh| o 
| 0) i 
是 4 的 对 应 于 Аа —2 的 全 部 特征 向 量 , 其 中 o 为 不 同时 为 零 的 任意 常数 . 


6.1.2 特征 值 与 特征 向 量 的 性 质 


特征 方程 (4) 在 复数 范围 内 恒 有 解 , 解 的 个 数 等 于 特征 方程 的 次 数 ( 重 根 按 重 数 计 
算 ), 因 此 ,n 阶 方 阵 4 在 复数 域内 有 ”个 特征 值 . 
n 阶 方 阵 А 的 特征 值 满足 : 
(1) 人 矩阵 A 的 ”个 特征 值 之 和 等 于 A 的 个 对 角 线 元 素 之 和 , 即 
ARA hA man tag n Fann. 
(2) 矩阵 A 的 个 特征 值 的 乘积 等 于 4 的 行列 式 的 值 , 即 
ААА lAl. 
证 “利用 行列 式 定义 将 1AE 一 41 展 开 , 其 中 一 项 是 主 对 角 线 元 素 的 乘积 
GQ—an) Аан)" А-а). 
展开 式 中 其 余 各 项 至 多 含 "一 2 个 主 对 角 线 元 素 ,这些 项 中 的 次 数 最 多 是 "一 2, 因 此 特 
征 多 项 式 中 含 BO n KES n— 1 VCRERTUR fiE E LE 3X1 fü A CR PE BUD HR, E 
是 
X CD Gas Ба) 
在 特征 多 项 式 |4E 一 A| 中 令 一 0, 得 常数 项 | 一 4|= C7" |A]- 因此 ,如 果 只 写 出 特征 
多 项 式 的 前 两 项 与 常数 项 ,就 有 特征 方程 
Xe CT D Gas Fa) :十 … 十 (一 D"141=0. 
由 根 与 系数 的 关系 可 知 ,A 的 ”个 特征 值 之 和 为 antant Han, BD 
A +A Fo +A =a, Hant Hamn 


而 A 的 ”个 特征 值 之 积 为 14|, 即 


Al. 3 
Ж A 的 主 对 角 线 元 素 之 和 au 十 ass 十 … 十 aw 为 4 的 迹 , 记 为 trCA). 所 以 4 的 n 个 特 
征 值 之 和 等 于 A 的 迹 tr(4);4 的 个 特征 值 之 积 等 于 А 的 行列 式 |41. 
BU 


容易 看 出 , 零 是 4 的 一 个 特征 值 当 且 仅 当 |A|=0. 
例 2 ИИА RIXA E 4 的 特征 值 , 证 明 8 A-! 的 特征 值 . 
证 因 有 A 可逆 ,所 以 |4| 去 0, 故 4 关 0, 由 4 是 A 的 特征 值 , 故 有 维 列 向 量 久 关 0 使 
АХ=АХ. 于 是 
lax-x. 
用 4 同时 左 乘 上 式 的 两 边 得 
A7x-lx, 


Hi X550 80,47 E 4 一 的 特征 值 . ü 

例 3 WA n BID EE A FISH ШЕН] X Ж A 的 特征 值 . 

XE ARA TRAE CR n EFI HK X60 使 AX—AX ,于 是 

АХ = ACAX) = AQX) 2ACAX) = АХ. 

ш XO 50 2° Ж A* ИННА. Û 

设 ”AT(z)=ao+atz 十 … 十 aoz" 是 关于 工 的 多 项 式 ,4 是 n 阶 方 阵 ,规定 

J(4)=aoE. 十 ai4 十 … 十 an4”. 

与 例 3 类似, 可 以 证 明 , 若 4 是 4 的 特征 值 , 则 /CA) 是 7(4) 的 特征 值 ,其 中 f(A) as 
adt ад. 

定理 6.1 ШАА, А. E n MIRE A 0 т PREX X. X. 依次 是 与 之 
对 应 的 特征 向 量 . 如 果 入, 入,… ,入 互 不 相等 , 则 X i X. X. 线性 无 关 . 

证 对 特征 值 的 个 数 m 用 数学 归纳 法 . 

(1) m-1BfH X250 知 命题 成 立 . 

0) dB m=s 时 命题 成 立 . 34 m=s+1 B A MR kski kks 


使 
hyXi Xo + Hk, X, +k X, =0. (6) 
用 A Ze Etpa n 8 
БАХ, AX n ААХ, aA aX a0. (7) 
MAn RORA 
Fa X Hkr Kat FREAK, EA X. =0. (8) 
《7) 一 (8) 得 
BOA DXi Hk ITA D) Xi n ETÀ OX, 
由 归纳 假设 X Xo X, REEK, XGA A е, АН ЖИ, k = oT 


是 由 式 (6) 知 ki =0. BOX, OG Xn RHEES . Û 
6.1.3 实 对 称 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


实 对 称 阵 有 下 面 三 个 重要 性 质 : 
а) “ 实 对 称 阵 的 特征 值 都 是 实数 ， 
(2)” 实 对 称 阵 的 对 应 于 不 同 特征 值 的 实 特征 向 量 必 正 交 ; 
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(3) 对 应 于 实 对 称 阵 4 的 x; 重 特征 值 和 ,一定 有 r, 个 线性 无 关 的 实 特征 向 量 . 就 
是 说 方程 组 
(CAE. 一 4)X 一 0 (9) 
的 每 个 基础 解 系 恰好 含有 r ТЕШ. 
由 上 述 性 质 (1) 可 知 , 方 程 组 (9) 的 系数 全 是 实数 ,所 以 它 有 实 解 向 量 , 故 4 必 有 实 特 
{EMH - 
我 们 只 给 出 (2) 的 证 明 . 
证 #А,А, 是 实 对 称 阵 4 的 两 个 特征 值 ,X:,X* 是 对 应 的 实 特征 向 量 , 且 多 关 丸 , 则 
AX =АХ,,АХ,=АХ,, РЖ 
АХ',Х,=(АХ,)' X= (AX! X,=X',A' Xi9 X AX) =X AXD АХ Xa, 
dk (—A0X'X« 0, 
T EA BEBE ХХ, Х.Х.) =0, BÛ X, L X,. 0 
注 :(3) 的 证 明 超出 了 本 书 的 范围 . 
йз 设 4 是 3 阶 实 对 称 阵 ,4 的 特征 值 为 1,2,2,X: 一 (1,1,0) 与 X:=(0,1,1) 都 
是 A 的 与 特征 值 2 对 应 的 特征 向 量 . R A 的 属于 特征 值 1 的 实 单位 特征 向 量 
解 设 X=(ziyzzyzs)' 为 4 的 属于 特征 值 1 的 实 单位 特征 向 量 . 由 A 为 实 对 称 阵 
8I(X,,X)=0,(X.,X)=0,X|X|=1, FÆ 
л+л, =0 
z+z=0 
zi+zi+zi=1 ， 


解 之 得 


6.2 ”相似 矩阵 


6.2.1 相似 矩阵 的 概念 


定义 6.2 设 4,B 都 是 ” 阶 方 阵 , 若 存在 可 逆 阵 了 ,使 
B=T`'AT, 
则 称 4 与 B 相似 , 称 从 4 到 B 的 这 种 变换 为 相似 变换 , 称 这 个 T 为 相似 变换 矩阵 - 
车 4 与 一 个 对 角 阵 D 相似 , 则 称 4 可 以 相似 对 角 化 - 
定理 6.2 车 4 与 8 相似 , 则 4 与 B 的 符 征 多 项 式 相同 - 
证 因 4 与 巨 相似 ,所 以 存在 可 道 阵 了 ,使 
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B-T^AT. 
于 是 


laE—B|= IT-'QE)T—T-'AT|= |T'QE—A))T| 


-|T^|lE-AllT|-liE-A|. Û 
由 定理 6.2 容易 得 到 : 
(OD) ËA BHUA 4 与 巨 的 特征 值 相 同 . 反之 未 必 成 立 , 即 两 个 矩阵 特征 值 相 
同 ,它们 不 一 定 相似 - 
(2) 车 4 与 8 相似 , 则 trC4)=tr(B), 且 |4|=181. 
请 读者 给 出 (1)、(2) 的 证 明 . 


À 
推论 | 人 [eti ae 
OX. 


个 特征 值 . 
证 因 4 与 DD 相似 ,所 以 
А-4, I 
АЕ, А|= 1АЕ,-р1= Аа. | هده‎ 
А-А 
[I MEME A PEEL . Û 


6.2.2 方 阵 相似 对 角 化 的 条 件 及 方法 


定理 6.3 „МУВА 与 对 角 阵 相似 的 充 要 条 件 是 4 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 - 
3EB,T-'AT= D 为 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 ,T 的 n 个 列 向 量 是 A 的 个 线性 无 关 的 特征 
向 量 , 且 这 ”个 特征 向 量 对 应 的 特征 值 依次 为 对 角 阵 D 的 主 对 角 线 上 的 元 素 . 

证 HA n BIRE T= (TTT, 


А 
А | 


则 4T=TD, 由 分 块 阵 乘法 得 
АТ = АСТ Т) = (ATs AT, Hs AT), 


T-AT-D- 


м 1 
TD- Ti | Жл. |= «ТАЛ, ATO. 
АЈ 
于 是 
ATi=AT,.(i=1,2.***.n). (10) 
由 了 可 逆 , 知 也 和 0,(i 一 1.2,…,), 且 Ti,T:，…T, 线 性 无 关 . 故 由 式 (10) 可 知 TT:， 
…,T, Ж 4 的 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,入 是 与 7, 对 应 的 特征 值 . 
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反之 ,假设 A# п 个 线性 无 关 的 特征 向 量 T Tu Tu A Aen AL 依次 为 与 它 


们 对 应 的 特征 值 , 令 


А 
T= TiTa Ta), Д Ac |. 
OX 


则 由 AT, —AT;G— 1,2, 00,08 
AT SAT Ti, T) (AT, ATi 77 AT.) 


= (АТАТ SAT 


А 
елт] Nes = 
А, 
Bn n EEE Ti Ton T, ВИЖ ТЕСТ TATT k 


А 
em A | 0 
L X 


特别 地 ,由 定理 6. 1 55 6. 3 可 知 , 当 n 阶 方 阵 4 的 ”个 特征 值 互 不 相等 时 ,4 必 与 对 


角 阵 相似 
Bis 求 可 逆 阵 了 ,使 47 为 对 角 阵 ,其 中 


2 3 
MI 

解 (1) 求 特征 值 ,由 
i2 -3 


АЕ,—А|= Q-2)0-D, 
| | lon xa 


5n 4 的 特征 值 是 1.2. 
(DR. A 的 两 个 特征 向 量 构成 的 线性 无 关 向 量 组 - 


А1, + Е,—А)Х=0,@ 
T -[1 
ib aul 


X 4,=2, 0 ° E,7 4)X 70,48 


RRT T: 线性 无 关 . 
(3) 2r-cavro-[ 1 ]ю=[ МЫР ME 


MJ 
i no 
T'AT-D-|, | 


例 6 设 3 阶 方 阵 4 的 特征 值 是 1, 一 1, 一 1， 
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EEE 


依次 为 对 应 的 特征 向 量 , 求 A 5 A°. 


1 0 3 1 0 0 
解 тешилте 1 alo- 一 1 РЕ 
0 —1 —1 0 o =i 
=150, T IBi, TE 


A=TDT-'. а 
1 -3 一 
而 repr) -1 4l 
0 1 1 
1 о яр о on -s-s n -6 —6| 
[4 a-fo 1 {Б -1 i: -i arp -1 oj. 
o -1 -Шо o -Ubb 1 d lo o اا‎ 


由 式 (11) 得 A'-(O'DT Y =TDT TDT TDT -TD'T^ 


1 0 о 1 о 0 1 一 6 -8 
-rh 一 1 0 -1 o rrr -1 ol} 
о 0-1 0 0-1 о о-и 
6.2.3 实 对 称 矩 阵 的 正 交 相 似 对 角 化 
ЖА ЖОЕ 4 不 仅 可 以 相似 对 角 化 ,而 且 还 可 以 要 求 相似 变换 矩阵 是 个 正 交 阵 . 
定理 6.4 AH n 阶 实 对 称 和 矩阵 , 则 存在 阶 正 交 阵 了 ,使 
% 
А 0 


PiAP=| >è., , 


0 aà 

JEP A.A A. ЖЭ АЁ} n НЕЙ. 

证 设 4 的 所 有 互 不 相等 的 特征 值 为 hv,…',% ,它们 的 重 数 依次 是 rara ar o 
十 rs 十 "十 ,二 n). 由 6.1 节 中 实 对 称 矩 阵 的 特征 值 的 性 质 (1) 和 性 质 (3) 知 ,对 应 于 特征 
f A G—1,2, AH r, 个 线性 无 关 的 实 特征 向 量 , 把 它们 标准 正 交 化 , 即 得 ”个 标准 
正 交 的 特征 向 量 Pa,Pa,…,P ,由 7 十 rz 十 … 十 7 二 n 知 , 这 样 的 特征 向 量 共有 个 : 

Pasa s Py S Pa Pa, st Pu. an 

由 6.1 节 中 实 对 称 阵 的 特征 值 的 性 质 (2) 知 ,向 量 组 (12) 是 标准 正 交 向 量 组 ,由 定理 1. 7、 
以 (12) 中 向 量 为 列 构成 的 矩阵 P 是 个 正 交 阵 ,并 且 由 定理 6. 3, 得 


А 
POAP- А 站 | J 
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$17 zai 1 外 AEREN ып ARAR: 
2 1 

解 (1) 求 特征 值 

А1 一 2 —2| 

—2 А-1 Eu BN 
= 92 4—1 


МЕ—А|= 


A 的 特征 值 为 一 1, 一 1,5. 
(2) 求 3 个 标准 正 交 的 特征 向 量 
А-А —1,8Є1Е-А1:=0 44 


解 得 
лү 一 全 =F 
y 0. La 
取 
=1 =! 
0. 1 
将 Ti,Ts 用 施 密 特 正 交 化 方法 正 交 化 ,得 
1 
rn | 2 
&-| 1|, B=|_1 
ol 2 
L 1. 
再 将 Bi,B 标准 化 得 
ES 
* n 
P=| 1|, P= Z|: 
7i | Ñ 
My | 7s 


XL A =5,8(E,—A)r=0 18 
[a4 -2 21 Гар rol 
1-2 1 ata elo]; 
عا‎ -2 aled loi 
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тү 1 
解 得 四 =k, " T,= 由 T, 标准 化 ( 因 只 含 一 个 向 量 ,不 必 正 交 化 ) 得 
1. 1 


1 1 1 T 
"s 7l 
(3) 令 P=(P1,Pi,P;) ,得 正 交 阵 
АР, n cd 
42 /6 Уз 
а S =o kz obs 
4T 46 3| 
0 rb 
46 3 
-1 0 0 —1 0 0 
令 D-| 0 —1 64 0 —1 中 
0 05 0 05 


例 8 设 n 阶 实 对 称 阵 А 的 特征 值 都 大 于 零 , 试 证 1E 十 4|>1. 
证 明 因 4 是 实 对 称 和 矩阵, 故 存在 正 交 阵 Р, 


А 1 
РТАР=| >. 
ل“‎ 
FE 
А 
і ^ | 
А 
A А 
故 |Е+А|= zu k. jp=|=iPi zi o. Thon 
` il | Я il 
А+1 | 
E ati | a DG D +t. 
araj 


因 А 的 特征 值 全 大 于 零 , 所 以 人 十 1>1,4G 一 1,2,…,), 故 
IE+AI>1. 0 


6.3 应 用 举例 


йэ 假定 一 对 兔子 出 生 后 一 个 月 开始 有 繁殖 能 力 , 有 繁殖 能 力 的 每 对 兔子 每 月 产 
生 一 对 后 代 . 设 一 月 初 有 一 对 新 生 的 兔子 , 问 第 四 年 的 一 月 初 有 多 少 对 兔子 ? 
“135 + 


# 通过 分 析 , 第 1.2、3、… 月 初 的 兔子 的 对 数 构成 一 数列 : 
1,1,2,3,5.8.13,21,34, 
记 x 为 第 i 月 初 的 兔子 对 数 , 则 
zm —la-lancananos 3,4,5," 


第 四 年 的 一 月 初 是 第 37 个 月 初 ,故我 们 需要 求 出 rr, 下 面 用 矩阵 方法 求 xy 


记 

жы 

а=] ] k—-1,2,3,, 

л, 
由 

Dm += 

Ta uis 

得 


1 1 
а= 1 а, k=1,2,.. 


1 
分 别 是 4 ы E 15 epa 
ж 
аһа 
得 
= l TI+v。 1-45 
= 2 چ2‎ 2 «] 
TR 
а a] 
а рупу Т, 
-4f rumi bo +l 2 IE 
[a E |" 
150 2 Уз 2 | 
La {а а-и) 
Бъ 
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а i= 57] 
УЖЫ 3 d 


1 Fi_ v3 
yz 5] R&C 2415 JE 3D. 


而 ,第 四 1 
从 而 ,第 四 年 的 一 月 初 有 -三 - 
例 10 EX GR 


一 47r-: 一 3yo u 


Rn J100- 


ree cl 


P sss. 1—35. 


y,— 61,-1— 5-1 


2"-1] [+] 
' zal а g 


一 1 十 2 


E 
例 11 假定 某 省 人 口 总 数 保持 不 变 ,每 年 有 20% ЖЕН AT ЙА ЖНА. 10 BIR 
镇 人 口 流入 农村 . 试问 该 省 的 城镇 人 口 与 农村 人 口 的 分 布 最 终 是 否 会 趋 于 一 个 "稳定 状 


£”. 
解 ” 设 该 省 人 口 总 数 为 由 ,从 今年 开始 ,第 ; 年 该 省 的 城镇 人 口 数 与 农村 人 口 数 分 别 
М х,у. 依 题 意 有 


=E Watir 20y -19 


y= 10562, 17 804 y 1+ 


ic 


»-[]. idee. 


[o9 oz 
ioi 0.83 
则 


iı = An. 


经 计算 可 知 А 的 特征 值 为 1,0.7, 并 且 


分 别 是 4 的 属于 特征 值 1,0.7 的 特征 向 量 . 解 关于 k k 的 方程 
名 二 有 和 十 如 ,其 中 a-[7]. 
M» 
1 1 
а =g (z+ yÊ + Сп 20) 6 


наа) 
于 是 
maim Am 


nate o 208 


TG 200.76. 


EUMD RE л 
е ]- | $$ 0 2y) C0. 7) | 
en E Sy, 路 
Пат з 72:0. 7] 


шл = E . 
уа gm. 
最 终 该 省 的 城镇 人 口 与 农村 人 口 的 分 布 会 趋 于 一 个 "稳定 状态 ", 大 约 有 三 城镇 人 口 ， 


1 
igran. 


ssls al 
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Ж A,B 的 特征 值 及 特征 向 量 . 


2. & 
n о о 
А=|2 1 2j. 
ü = E N 


Ж 4 的 特征 值 及 属于 实 特征 值 的 一 个 特征 向 量 - 
3. Hl A,B BE n ИРЕ, BE|A|#0,iE AB 5 BA 相似. 
4 求 一 个 正 交 相 似 变 换 矩 阵 HE F 31320 EPFL A РЕ. 


2-2 9 [2 2-2 
a |2 1-25 @ | 2 5 一 4|. 
o -2 о! -2 -4 5 


Жл Ж n УЕА WE RIE АІ 是 43: 十 4 十 已 的 特征 值 , 
设 A 是 阶 方 阵 , 且 存在 自然 数 m, 使 A"=0, 试 证 A 的 特征 值 只 能 是 0. 


т. AFA E A 的 一 个 特征 值 , 试 证 [| 是 -的 一 个 特征 值 ， 
8. Hop 是 矩阵 A 的 两 个 不 同 的 特征 值 .X,Y 分 别 是 4 的 属于 特征 值 1e 的 特征 
向 量 , 试 证 ;X,y REER, H XHY 不 是 A 的 特征 向 量 . 


LE 


id 2 4 5 1 
9. 设 方 阵 4=| 2 г 中 六 iy | 相似, 求 z.y. 
| 4 2 -1 5 


10. 设 3 阶 方 阵 4 的 特征 值 为 0,1, 一 1， 
1 1 ro 
[IP 2 Р,= ||. 
0) lo uj 
依次 为 对 应 的 特征 向 量 , 求 4 及 A”. 

11. 设 四 阶 实 对 称 阵 А 的 特征 值 为 一 1, 一 1,1,1. 向 量 

各 = (1,1,0,2) ,=(1, 一 1,2,0)" 

是 A 的 属于 特征 值 一 1 的 特征 向 量 求 4 R А>. 

12. 已 知 4 与 妃 相 似 ,其 中 


P= 


[1 0 9] 
В= |0 2 0j. 
lo o —i 
X (1) A 的 特征 多 项 式 ; 
(2) 4 的 特征 值 ; 
(3) 14l; 
W rA); 
G) RA). 


13. 已 知 三 阶 和 矩阵 4 HIE A 1—12 EE В=А*—5А°,Ж. 


(1) 和 矩阵 B 的 特征 值 及 与 B 相似 的 对 角 阵 , 并 说 明理 由 ; 
(2) AHA BREM: 
(3) FARIBIRIA +A |. 
м. ИВА 86—177 9 Ра, RIE а 是 A 的 一 个 特征 值 ,并 且 
X=(1,1,…,1) 是 4 的 对 应 于 a 的 一 个 特征 向 量 . 
15. 设 数 {z} 满 足 规律 
at= I HT Zo=1,T1=3, 
Ж z, Blim TH, 
16. 某 市 现 有 总 人 口 810 万 ,调查 表明 ,每 年 有 410% (ИН ЖИХАД. OREM KRE. 
同时 又 有 20 儿 的 新 区 人 口 迁 回 到 旧 城 区 居住 , 问 按 这 样 的 规模 进行 城区 改造 ,10 年 后 旧 
城区 大 约 有 多 少 万 居民 ? 
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Sus ”线性 空间 与 线性 变换 


为 了 进一步 拓宽 线性 代数 的 应 用 范围 ,本 章 将 维 向 量 推广 成 更 一 般 的 向 量 , 建 立 一 
般 的 线性 空间 理论 . 同时 介绍 一 些 线性 变换 的 知识 . 本 章 主要 讨论 : 

1. 线性 空间 的 概念 ; 

2. 线性 空间 的 基 、 维 数 与 坐标 ; 

3. 坐标 变换 ; 

4. 线性 变换 的 一 般 定 义 及 性 质 ， 

5. 线性 变换 的 矩阵 表示 ` 

本 章 在 一 般 的 数 域 上 讨论 问题 . 


7.1 线性 空间 的 概念 


7.1.1 线性 空间 的 定义 


我 们 已 经 知道 ,n 维 向 量 空间 具有 关于 向 量 加 法 及 数 乘 的 封闭 性 ,并 有 八条 基本 运算 
规律 ( 见 第 四 章 4. 1 1). 有 趣 的 是 ,这 并 不 是 维 向 量 空间 独 有 的 性 质 . 例如 ,m Xn 实 
和 矩阵 的 全 体 构成 的 集合 关于 矩阵 的 加 法 及 数 乘 封闭 ,也 具有 相同 的 八条 基本 运算 规律 ,还 
有 许多 各 不 相同 的 集合 ,在 适当 定义 了 各 自 的 “加 法 ”及 “ 数 乘 "后 ,也 都 具有 这 些 性 质 . 这 
就 启发 人 们 将 n 维 向 量 空间 的 概念 加 以 抽象 和 推广 ` 

定义 7.1 设 V 是 一 个 非 空 集合 ,F 是 一 个 数 域 ,如 果 对 任意 两 个 元 素 a,BEV .总 有 
唯一 的 一 个 元 素 YEV 与 之 对 应 , 称 7 为 a 与 8 的 和 , 记 作 7=a 十 B; 又 对 于 任 一 数 kEF 
及 任 一 元 素 aEV ,有 唯一 的 一 个 6EV 与 之 对 应 , 称 为 与 a 的 积 , 记 作 6=ka; 并 且 这 两 
种 运算 满足 以 下 八条 规律 ( 设 a,B,7YEV;k,LEF): 


O 
(2) 
(3) 
a) 
6) 
(6) 
(7) 
(8) 


а+В=В+а; 
(a+ B) --Y—a-- (B+): 

EV 中 存在 零 元 素 0, 对 任意 a€V. RBH a+0=a; 
对 任意 aEV ,都 有 a 的 负 元 素 BEV lË а+2=0: 
1l + a=a; 

k(la)= (Da; 

(二 Da 一 ka 十 lu 

&(ae 十 B) 一 ka 十 kB. 


那么 ,就 称 HERF 上 的 线性 空间 . 
称 满足 上 述 八条 规律 的 加 法 与 数 乘 为 线性 运算 . 
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ЖЖ. 在 定义 7. 1 中 , 非 空 集合 V 中 的 元 素 是 什么 ,加 法 和 数 乘 具 体 如 何 进行 都 没 
有 规定 ,而 只 叙述 了 它们 应 该 满足 的 性 质 . 正 是 由 于 这 个 原因 ,线性 空间 的 内 涵 十 分 丰 
富 , 人 们 说 到 某 个 非 空 集合 是 某 个 数 域 上 的 线性 空间 时 ,应 该 说 明 这 个 集合 的 元 素 及 加 
法 \ 数 乘 的 具体 定义 . 验证 V 是 否 为 线性 空间 时 ,不 仅 要 验证 在 V 上 是 否定 义 了 加 法 和 
数 乘 ,还 要 验证 这 种 加 法 和 数 乘 是 否 满足 八条 算 律 ,只 要 定义 中 某 一 点 不 满足 ,V 就 不 是 
线性 空间 . 

由 于 线性 空间 与 ” 维 向 量 空间 有 许多 本 质 上 相同 的 性 质 ,因此 人 们 常 把 线性 空间 称 
为 “向 量 空间 ”, 线 性 空间 V 中 的 元 素 不 论 本 来 的 性 质 如 何 , 统 称 为 向 量 . 

实数 域 R 上 的 线性 空间 称 为 实 线性 空间 , 实 线性 空间 中 的 向 量 称 为 实 向 量 . 

我 们 已 经 指出 ,n 维 有 序 实数 组 的 全 体 R" 关于 维 实 向 量 的 通常 的 加 法 与 数 乘 满 足 
定义 7.1 中 的 八条 性 质 ,所 以 R° 是 实 线性 空间 . 

显然 ,R" 只 是 线性 空间 的 一 个 具体 例子 . 因此 ,向 量 不 一 定 是 有 序 实数 组 ,线性 空间 
的 线性 运算 也 未 必 是 有 序 实数 组 的 加 法 及 数 乘 - 

例 1 所 有 关 X 实 矩阵 的 全 体 构成 的 集合 R""", 关 于 矩阵 的 加 法 与 数 乘 是 实 线性 
空间 . 

例 2 次 数 不 超过 的 实 多 项 式 的 全 体 以 及 零 多 项 式 0 构成 的 集合 O 为 固定 的 整 
30: 


P[r]J.= (p(z)=a, "+a, "l+ auras assassin aia) € R), 


关于 通常 多 项 式 的 加 法 及 实数 与 多 项 式 的 乘法 是 实 线性 空间 . 
例 3 次 实 多 项 式 的 全 体 (n 为 固定 的 正 整数 ) 


Qr]. (рса Fas are hara assess E RS азво), 


XH Ast dk RH 5 Ф vot (euo Ji re p MKE rtl 都 在 
QUz]. B 2" 0—2" D -1€QCr]. BI QU], X TBEARHBI . 

例 4 定义 在 区 间 [a,6] 上 的 连续 函数 的 全 体 ,关于 函数 的 加 法 及 实数 与 函数 的 乘法 
是 实 线性 空间 . 

设 V 是 数 域 太 上 的 线性 空间 ,除了 定义 7.1 中 的 (1) 一 (8) 外 ,还 有 性 质 ; 

(D V 中 的 零 元 素 是 唯一 的 ; 

(2) V 中 每 个 元 素 的 负 元 素 是 唯一 的 , 记 a 的 负 元 素 为 一 a; 

(3) 0а=0,(—1)а= —а.0=0: 

(4) ka=0=k=03a=0. 

证 (D 设 0..0; 都 是 V 中 的 零 元 素 , 即 对 任何 wEV, 有 а+0.=а,а+0:=а. 于 是 
特别 有 


所 以 x 
(2) 设 a 有 两 个 负 元 素 B.7.B] a+ 8=0,a 7= 
B=B+0=B+(at+7)=(at+B)+7=0+7=7. 
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(3) 我 们 只 证 00=0, (注意 :等 号 两 边 的 0" 代表 不 同 的 对 象 ) 因 
a+0a=la+0a=(1+0)a=la=a, 
两 边 加 上 a 的 负 元 素 , 即 得 0a=0. 
其 余 的 性 质 ,请 读者 自己 证 明 . 


7.1.2 子 空间 


定义 7.2 设 V RRF LORES, LEV 的 一 个 非 空 子 集 ,如 果 工 对 于 VV 上 
所 定义 的 加 法 和 数 乘 也 构成 上 的 线性 空间 , 则 称 LEV 的 一 个 子 空间 . 

线性 空间 V 的 非 空子 集 工 满足 什么 条 件 才 能 构成 子 空间 呢 ? DR LEV. 的 子 集 ,V 中 
的 运算 对 于 工 来 说 ,规律 (1)、(2)、(5)、(6)、(7)、(8) 显 然 是 满足 的 . 因此 ,只 要 工 对 两 种 
运算 封闭 , 且 满 足 规律 (3) 和 (4) 即 可 . 但 是 ,车 L 对 运算 封闭 ,自然 满足 (3) 和 (4) (事实 
上 , 取 aEV, 则 0=0aEV ,一 a=( 一 1)。a€EV). 因此 ,我 们 有 : 

定理 7.1 上 线性 空间 V 的 非 空子 集 工 构成 V 的 子 空间 的 充 要 条 件 是 :了 对 于 了 
中 的 线性 运算 封闭 , 即 

(1) 对 任意 a,BEL, 都 有 a 二 BEL; 

(2) 对 任意 a€L, 任 意 kEF MH ka € L 

例 5 线性 空间 V 的 零 向 量 0 构成 的 集合 {0} 是 V 的 子 空间 .V 也 是 V 的 子 空间 ， 

与 第 四 章 中 例 8 类 似 , 有 下 述 例 6. 

例 6 设 V 是 数 域 上 的 线性 空间 ,a,BEV ,集合 

L=({7|7=ka+Iß,k, LEF} 
是 的 一 个 子 空间 ,这 是 由 于 , 若 Yom aH BST? Esa GB Ks lbi € FRE 
Y EY, (kitkat (0, HDPE L. 
E, — kk,ao- kl BE L.k€ F. 

称 这 个 线性 空间 为 由 向 量 a,8 所 生成 的 (V 的 ) 子 空间 . 

一 般 地 ,由 V 中 向 量 组 заза 所 生成 的 线性 子 空间 为 

L= {у= а bahas is t ELE F). 


7.2 线性 空间 的 基 、 维 数 与 坐标 


7.2.1 线性 空间 的 基 、 维 数 与 坐标 


在 第 四 章 中 ,我 们 曾 介 绍 了 线性 组 合 、 线 性 相关 与 线性 无 关 , 极 大 无 关 组 和 向 量 组 的 
秩 等 概念 ,以 及 有 关 线 性 运算 的 若干 性 质 . 这 些 概念 和 性 质 对 于 一 般 线性 空间 中 的 向 量 
仍然 适用 ,我 们 将 直接 引用 这 些 概念 和 性 质 , 

定义 7.3 在 线性 空间 V 中 ,如 果 存 在 DER азата, ME 

а) 252,572, 线性 无 关 ; 

(2) V 中 任意 元 素 0, 都 使 a1,..…,e.,o 线性 相关 
BARR asar, 为 线性 空间 V 的 一 个 基 . ЖЕУ 的 基 所 含 向 量 的 个 数 KREE 
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间 V 的 维 数 

HEROS n 的 线性 空间 为 » 维 线性 空间 , 记 为 V.. 只 含 一 个 零 向 量 的 线性 空间 , 称 为 零 
维 线性 空间 . 维 与 零 维 线性 空间 统称 为 有 限 维 线性 空间 . 

今后 我 们 只 讨论 有 限 维 的 线性 空间 . 

例 7 R 中 任何 一 个 由 6 个 矩阵 构成 的 线性 无 关 向 量 组 wm ,a,,… sos 都 是 RN 的 


1 0 0 T0 1 0 ro 0 1 [0 0 03 
,特别 地 En = go SES 'Ёһ= ‘тат 
基 , 特 别 地 En В M M esla o MN "l0 o ol "7d о olm 


[р i = [9 К Je RHE a КЮ 0 6. 

Ў аа, a, Ж F ERESMA V. 的 一 个 基 , 则 V. 中 任何 一 个 元 素 a 都 可 由 asa, 
за, 唯一 地 线性 表示 ,从 而 V. 可 表示 成 

V.— (а|а= xa d- reza, y r2 n € F). 

REV, 中 的 元 素 “ 与 有 序数 组 (zx,z:,… ,x,) 之 间 存在 着 一 一 对 应 的 关系 . 因此 ,可 以 
用 这 个 有 序数 组 来 表示 а. 

定义 7.4 aasa, RÉF EHE] V. 的 一 个 基 , 对 于 任意 一 元 素 «€ V, i 
有 且 仅 有 一 组 有 序数 rr. r. EF AE 

C 一 Tial 十 Tzqs 十 … 十 Zoavy 

Жогото, N a RFE TEMOR, MI EE 

Bis 在 线性 空间 Plr] FP, p CO m 1o pi GOD) mr GO) mn € PUn]: 的 一 个 基 , 对 
P(r]: 中 任 一 多 项 式 


p(r)=a,z+az+aos 
有 pr) 一 aopCr) 十 aips(z) 十 azpPsCz). 
所 以 ,pz) 在 这 个 基 下 的 坐标 为 (Caoyai sar). 
车 在 n 维 线性 空间 V, 中 取 定 一 个 基 eene V, P o B 对 于 该 基 的 坐标 分 别 为 
(mozo Mn yos ey ПА a+ 8 对 于 该 基 的 坐标 为 (Ti 十 YT 十 ya z, 
y.) Ë k 55 a IRR ka 对 于 该 基 的 坐标 为 (kx1,R7,，,… kr). 事实 上 ,有 
a 十 B = (ze) + rst; ne) 
一 (mn 十 m)e 十 (za 十 


eau) + Ont + у: ++ 


eo + (ra y)06s 


йа=Ё(тує + т;&:+ re.) Ату + гг: Tre. 
这 说 明 当 ， 维 线性 空间 取 定 了 基 以 后 ,向量 与 它 的 坐标 不 仅 一 一 对 应 ,而 且 向 量 的 加 
法 与 数 乘 运算 都 可 以 转化 为 坐标 之 间 的 加 法 与 数 乘 运算 . 因此 ,在 给 定 的 基 下 ,n ERA 
性 空间 V, 可 以 看 成 是 RC 中 凡 只 涉及 线性 运算 的 性 质 都 适合 于 了，… 


7.3 线性 变换 
7. 3.1 线性 变换 的 定义 及 性 质 


以 前 熟知 的 函数 FCz) 是 数量 函数 , 即 给 z 以 一 值 .1(7) 就 有 一 值 与 之 对 应 . 我们 将 
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讨论 的 线性 变换 是 另 一 种 函数 
的 函数 . 我 们 从 映射 谈 起 . 

定义 7.5 设 V,,U DIERO F Бл Ф т 维 的 线性 空间 . 如 果 对 于 V, 中 任 
一 元 素 ,按照 一 定 的 规则 or ,总 有 U, 中 一 个 确定 的 元 素 0 和 它 对 应 ,那么 ,这 个 对 应 的 
规则 -ez 称 为 由 V, 到 UU 的 映射 - 

设 映射 -x У, Ж ав U, PTER 8, 则 记 为 -x (2) = B. R а= B. 

称 8 为 “的 像 , 像 的 全 体 构成 的 集合 称 为 像 集 , 记 作 o (V,), 即 

(У) = (818= (а) a€V, ). 

定义 7.6 WRH V., IU. 的 映射 -or 满足 : 

(1) 对 任意 aan EV RBA .ar(aw 十 az) 一 -or (a) FA (a); 

(2) 对 任意 cEV, BEB REF BH —Ga) ko (a), 

则 称 -x AE V, 到 U. 的 线性 映射 

设 Ar, 都 是 V. 到 U. 的 映射 ,如 果 对 任意 o € V. BH (a) = o. (а). Ш 
>, B ay, AERE DOR or imo 

线性 空间 V, 到 自身 的 线性 映射 称 为 V, 的 线性 变换 . 

例如 ,将 V, 中 任意 向 量 都 变 成 V, 中 零 向 量 的 变换 是 V, 的 线性 变换 , 称 其 为 零 变换 ， 
заж Гь, ВО Г.а) =0,У аЄУ,. 

又 如 将 V, 中 任意 向 量 a 还 变 成 “的 变换 也 是 V. 的 线性 变换 , 称 其 为 w, 上 的 恒 等 变 
换 , 记 lv, 即 lv(e) 一 ayY a€ V.. 

V, 中 的 线性 变换 -of ME: 

а) (0-0, (7a 

(2) 34$ B—ka tha n Rua W 

ex В) mb (a) Hkr Сау) d Fk (ann) ; 

(3) Жазага, 线性 相关 , 则 cof (a), Саз) v se (an B ҖЕ} Ж. 

注意 :由 ааа, 线性 无 关 , 一 般 不 能 推出 向 量 组 of (a), f Саз) vto an) 也 
线性 无 关 , 零 变换 就 是 一 个 例子 . 

(4) o 的 像 集 > CO У, 的 一 个 线性 子 空 间 , 称 为 -x 的 像 空间 . 

(5) 使 -er(o=0 的 “的 全 体 

S..= e€ V. |. (a) =0) 
也 是 V, 的 一 个 子 空间 , 称 为 x 的 核 . 

证 (1) -er(0)=-or(0+0)=-or(0) 十 -or(0), 在 等 式 两 端 加 一 -w(0) ,得 0= 
COH )0( = )0( = یک‎ )0( , И اھ‎ )0( =0. (а) =. (C7 1)а) = C7 D (а) — 
—. (a). 

(2) X (B) Sa (ka, ha, Ба) 

=h (a) +k. (as) + +k. (an). 
(3) Haaa. ВЕН, MFE SOS FAR een k. tE 
Ai 十 Razaz 十 … 十 人 an 一 0， 
则 ә (kya + ha, Аа) = (0), 


向 量 函 数 , 即 给 定 一 个 向 量 , 有 唯一 一 个 向 量 与 之 对 应 
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ky (a) + ha (ag) + +k Can) =0. 
В А, А.А 不 全 为 0, 故 -or(am) sen (22) a Ca RHES - 
(4) 显然 -or(V.)SV。, 设 Bl,p:E o C.) WA as a EV, (а) — B o (а) = 
,从 而 
Bi Bim o (aj) + (а) =. (a, +a,)€ Y (V.). 
АВ, =k (a) = (ka) €  (V,) € F. 
МУ, 的 子 集 — (VIRE V. 的 一 个 线性 子 空间 . 
(5) BR SSV. aa ES M 
A (a, +a) = (a) + o (0) =0+0=0, 
Af (ka ) ba (a)=k0=0,kEF. Ü 
о 设 有 n 阶 实 方 阵 
fan аш с аһ 
А= | 
定义 R" 中 的 变换 -x 如 下 : 
eYOD-AX, Y X- Gia ER". 
则 .x 是 R° 中 的 线性 变换 ,这 个 -x 的 像 空间 ,就 是 4 的 列 向 量 组 @,,e;,… ,a, 生成 的 R 
的 子 空间 . oor 的 核 就 是 齐 次 线性 方程 组 AX =0 的 解 空间 . 


7. 3.2 线性 变换 的 矩阵 表示 


在 例 9 中 ,用 关系 式 
У(Х) = AX 
简单 明了 地 表示 了 R" 中 的 一 个 线性 变换 ,我 们 自然 希望 用 类 似 的 方法 清晰 地 表示 数 域 
上 的 线性 空间 V, 中 的 任何 一 个 线性 变换 . 
设 .9 是 V, 中 的 一 个 线性 变换 ,e,,e,…,e, 是 V, 的 一 个 基 , 由 于 -o (61),-3 (е), 
v Се) Е У. b EDI ENTRE BI € e, e, 唯一 地 线性 表示 , 设 
Со ast, 


f (e2) аце ant d Бале, (CD 
A (€,) ае stent ales, 
其 右边 系数 矩阵 的 转 置 矩阵 为 
fan an 
jan an 


laa مه‎ cn اسه‎ 
记 leser 6 = GA (а) Cea) s (e.)), КА) RESORTS R 
Y (е, 6 6) = GA C) (є,) em (6,9) = C A, 2) 
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Lig 4 为 线性 变换 o 在 基 6,,e;,…,s. 下 的 矩阵 . 

显然 ,对 于 给 定 的 基 61,e:,… e. ЖАШ Е — =. 那么 ,给 定 一 个 阶 方 阵 
44, 能 否 唯一 地 确定 一 个 线性 变换 on 呢 ? 

Жади БЕРЕЗ, 中 的 任意 向 量 , 则 a 可 由 基 6,e,，,…,e, 唯一 地 线性 表示 

а= rere nes (TI oT" I EF) 
由 线性 变换 的 性 质 可 知 
A (а) = (ту Hrt HTE) 
(е) + (e) + + e). (3) 

由 此 可 见 ,V. 中 任意 元 素 “的 像 x(a) 由 a 在 基 esere, 下 的 坐标 izar, RAE 
的 像 f Ce) soo Ce) e Ce.) PT PE — ВЛЕ. 从 而 O (€, ,YY (€2) vnm (6,) 完 全 确定 
了 线性 变换 -or ,而 oo Ce o (e ex Ce X B] HA СОЕ Weg . 因此 ,给 
ЖЕТЕ En 阶 方 阵 4, 可 唯一 地 确定 了, 的 一 个 线性 变换 -Y. KF V. 中 的 线性 变换 与 
nn 阶 方 阵 之 间 一 一 对 应 . 值得 注意 的 是 ,这 种 对 应 是 以 给 定 V, 的 基 为 前 提 条 件 的 .如果 
V. БИЛЕТ, 的 矩阵 一 般 也 要 改变 . 
下 面 研究 如 何 用 线性 变换 -sx 的 矩阵 4 来 刻 划 o. 

设 

a 一 ziel 十 zztz 十 … 十 Toeo， UY (2) m yeye ye 

由 (2) 和 (3) 得 


x Ca) = ri Ce ) + کو‎ (6;) + n er, (6.) 


[n] 


ex (е,)) 


另 由 假设 


Н esete, Ж, 


Вр 
147: 


借助 选 定 的 基 玉 坐标 ,矩阵 A 通过 式 (5) 简 单 清晰 地 刻 划 了 线性 变换 .sr 
例 10 ER p REER v 将 


“f 


依次 变 成 


Жэ 在 基 e senes 下 的 矩阵 . 
解 


A (€2) == t E, F-2 ° е,+2 ° 6 
МӘ (6) =7, =0 * E, F-0 e EFO * ез, 
所 以 A 在 基 ei esses 下 的 和 矩阵 为 


[eom f606r0*6 


100 
a-h #0]. 
0 2 0 

由 例 10 可 以 看 出 ,R" 中 的 线性 变换 o 在 自然 基 


1 


ъ= 


Ga. od 
کے‎ 


下 的 矩阵 为 
A= Cof GU) a C3) vn (е,)). 


例 11 求 例 10 中 的 线性 变换 co 在 新 基 


n 1 1 
i; el 
ol oj 1 


下 的 矩阵 . 
n 
в аба) = (8) =т= Ë Я 
0 
n] 
«Y (аз) x (e, +e) = (6) oo (е) етт || . 
B 
f (ag) = f (e, Fe, +e) m (e) e (ea) FAS (e) = + T 2 
li 
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将 (а) ox (аз), (0) avas ,a, 线性 表示 得 


1 m 
کک‎ (a) = |0 == 0,2) 0|. 


0 10] 


n -n 
)کک‎ |2 аа 


l2 2! 
m Г П 
(аз) = |2 | = —а +24; (asane) | 0j. 
l2 Lal 
于 是 Y 在 新 基 aaa 下 的 矩阵 为 
n =1 一 1! 
A= o ol. 
b 2 2 


由 例 10 和 例 11 可 以 看 出 ,同一 个 线性 变换 ,在 不 同 基 下 的 矩阵 一 般 说 是 不 同 的 .但 
是 ,这 些 矩阵 毕竟 是 同一 个 线性 变换 的 矩阵 ,因此 ,它们 之 间 应 当 有 内 在 的 联系 . 那么 , 同 
一 个 线性 变换 -or 在 不 同 基 下 的 矩阵 之 间 的 关系 如 何 呢 ? 

定理 7. 2 在 线性 空间 V. 中 取 定 两 个 基 : 

аза; 

和 БАТЛ - 
Н аза, за, IAE B, ,8:,…',p, 的 过 渡 矩 阵 是 Р.У, 中 线性 变换 O 在 这 两 个 基 下 
的 矩阵 依次 为 4 和 B, 则 


B=P-'AP. 
证 由 已 知 条 件 可 知 : 
(CN 
Casarse san) = (Ba BP", 
f (2, 2, 7 a,)= (arsa, 0) A. 
ax (Bi, Bs Bm (Bor BOB. 
于 是 


f (Ban BO) Саз заз, a) P] — Lo (8, 2, 2) ]P 


=[(а,а:, а, АЈР= (asa, e) AP Cli B) BIP AP. 


由 于 在 基 B,,B,,…,B, 下 线性 变换 -sx 的 矩阵 是 唯一 的 , 故 B 一 P AP. 1 

定理 7. 2 表明 ,线性 空间 V, ФАЗЕ ETUR IG AE F АВЕ Да. ан 
似 变换 矩阵 就 是 相应 的 过 渡 矩 阵 . 

用 和 矩阵 表示 一 个 线性 变换 时 ,我们 自然 希望 能 找到 较 简单 的 矩阵 表示 该 线性 变换 . 
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对 角 阵 是 较 简单 的 . 因此 ,我 们 总 希望 能 用 对 角 阵 来 描述 某 些 线性 变换 . 而 同一 线性 变 
换 在 不 同 基 下 对 应 的 矩阵 是 彼此 相似 的 ,所 以 我 们 要 对 和 矩阵 进行 相似 变换 ,把 它 化 成 对 角 
PE. 这 就 是 第 六 章 中 研究 “相似 对 角 化 ”的 背景 - 
例 12 HERF 上 的 线性 空间 V. 中 的 线性 变换 .27 EE aaa 下 的 矩阵 是 
Гаа аг аһ] 
A= jan an аы |. 

lan aw аы) 

Ж > 在 基 a3,a:,a 下 的 矩阵 B. 


解 
0 0 I] 


ЧИЕ; 1 中 
поо 


所 以 由 基 азаа, 到 基 азаа, 的 过 渡 矩 阵 是 
0 0 1 
P= Ё 1 o| 
h 0 0. 
于 是 ,sx 在 基 aaa, 下 的 矩阵 为 
B=P™AP 


0 0 1][ап а: an] [0 0 1] аз dx dy 
|= as аз anj. 


0 1 O lan as anļjo 1 of 

1.9 Oll es al. 0: B7 las Уйна, 

定义 7.7 V. 的 线性 变换 o 的 像 空间 -or(V.) 的 维 数 , 称 为 线性 变换 -> MEK. 

可 以 看 出 ,车 4 是 线性 变换 -ex 的 矩阵 , 则 -ex 的 秩 就 等 于 矩阵 4 的 秩 КОСА). EA 


的 秩 是 7, 则 -sr 的 核 S.v 的 维 数 为 "一 六 


3 H 七 


1. 验证 2 阶 实 上 三 角 阵 的 全 体 


I 
аһ а: | 
s К T 
是 实数 域 R 上 的 -个 线性 空间 ,并 写 出 它 的 一 个 基 . 

2. 验证 实 线性 空间 RC 中 与 已 知 向 量 a, 正 交 的 所 有 向 量 的 全 体 

5= («ЄК (аа) =0) 

BER 的 一 个 子 空 间 . 

3. ER Lrt 是 实 线性 空间 
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P[r]=(sG)=a r +aır +a, la:a, sa € R) 
的 基 , 试 求 p(x)=(z 一 2)(zx 一 3) 在 该 基 下 的 坐标 . 
4 PU 是 线性 空间 V 的 子 空间 ,并 且 U 5 V 的 维 数 相等 . 证 明 U=V. 
5. 在 P[z]: 中 , 设 有 两 组 基 


G1. S112. (+r). 
а) ROOM KEEFE: 
n =1 z 
0) Жиен В л= јо 1 -i [anna 
U 0 1. 


6. 判别 下 面 定义 的 变换 ,哪些 是 线性 变换 ,哪些 不 是 ? 
CD 在 线性 空间 V. Р, э (а) m aca, V e€ V, фа ЖУ, 中 一 固定 的 向 


Lo 
m) [2n-3z:] 
(2) ER фә jp mn ji 
ES E 
(3) ФЕ P(r], t pG) m p! GOV pGO€ RUr] CP p! (7) 表 示 p GO 
LIT 
: г m 
7. 说 明 Oy 平面 上 变换 >] [=| | 的 几何 意义 ,其 中 : 
y درا‎ 
-1 0 po 
а) 4=[ N. D as M. 
0 1 [01 
(3) л=[| M. w a=|_, 4 


8。 n 阶 实 对 称 阵 的 全 体 Y 对 于 和 矩阵 的 通常 的 线性 运算 构成 一 个 实数 域 R 上 的 
2 二 让 维 线 性 空间 ,给 定 一 个 METTERE P UER 
Y (B) - P' ВР. v BEV 


称 为 合同 变换 , 试 证 V 的 合同 变换 是 线性 变换 . 
9. doy NR 的 线性 变换 , 它 使 


г mm ОГ 
„1 Hi E 12| 1| | 1}. 
lz ba ы Ll: l: l 

(1) OR ox АЖЕ ЖЖ: 


(2) Ra а=) Ol,a= |1|, а= 一 1| 下 的 矩阵 表示 - 
J ul L ol 
10. A ER 中 的 一 个 线性 变换 ,已 知 - 在 自然 基 eene 下 的 矩阵 为 


.3 


[° 28 

-1 0 3|. 

L 1 —1 2) 

OU Е p —6 =e, =e rere ТИЕ. 
ll. ЖА? 中 下 列 线性 变换 的 逆 变 换 : 


一 2 十 2r: 十 Ta (m=2r+r— 
a) pcenas (2) zy rr, 
J =3r 2r +3; ian. 


12. Bow 是 线性 空间 V. PHREEK, EV. H ov" 1es0 B -aa 一 0, 试 证 向 
重组 


asa, (>1) 
线性 无 关 . 
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第 八 章 ”二 次 型 与 二 次 曲面 


解析 几何 是 用 代数 方法 研究 几何 问题 的 数学 分 支 . 通过 坐标 ,人 们 把 方程 与 几何 图 
形 对 应 起 来 . 解析 几何 所 研究 的 重要 问题 之 一 就 是 判断 一 个 已 知 方程 代表 何 种 几何 图 
形 .或 者 ,给 出 一 个 图 形 的 方程 ,通过 图 形 的 方程 研究 该 几何 图 形 的 性 质 . 例如 ,对 于 二 元 
二 次 方程 ax* 十 2bxy 十 cy* 二 d, 通 过 坐标 变换 ,消除 ту 项 ,得 到 平面 二 次 曲线 的 标准 方程 
a' a" +e y o d'. 我 们 可 以 利用 这 个 标准 方程 来 判断 该 曲线 的 类 型 ,研究 曲线 的 性 质 . 
对 于 三 元 二 次 方程 ,也 有 类 似 的 问题 . 本 章 主要 研究 如 下 问题 : 

1. 二 次 型 的 理论 ; 

2. 空间 曲面 与 曲线 ; 

3. 二 次 曲面 的 分 类 . 


8.1 实 二 次 型 


空间 解析 几何 中 ,许多 常见 的 二 次 曲面 的 方程 具有 二 次 齐 次 多 项 式 的 形式 ,因此 ,这 
些 二 次 曲面 的 分 类 就 归结 为 二 次 齐 次 多 项 式 的 分 类 . 我 们 把 变量 从 二 元 ,三 元 推广 到 
元 , 称 元 二 次 齐 次 多 项 式 为 元 二 次 型 . 二 次 型 除了 有 几何 背景 外 ,在 很 多 领域 有 重要 
应 用 . 

我 们 先 研究 一 般 的 元 实 二 次 型 ,然后 运用 二 次 型 理论 讨论 一 般 三 元 二 次 方程 代表 
的 几何 图 形 . 


8.1.1 二 次 型 的 定义 及 其 矩阵 


定义 8.1 含有 "个 变量 nsn ers TUR ROI BOR F n НК IC 
f(s tas an) mauri дашта Б Zane Farin + 


anzi 2antar + + antat, + 


称 为 数 域 F En TOAN AKAN. 
当 系 数 4, 为 复数 时 , 称 S 为 复 二 次 型 ; 当 aN RHE E /为 实 二 次 型 . 
йа,=ау, M| 2ajzir;—agnz;tasrgn. 于 是 式 (1) 可 写成 
fare эл) Santi Hantit +H Hant Tnt 


antt Tjaxzri+ *+axzrÍz,+ 


44,41, asr *** +a 


aj > Mass. (2) 
为 了 方便 ,把 式 (1) 表 示 成 矩阵 形式 . 由 式 (2) 得 


an dy + 


4n аз 


Газо) (rir, zr.) 


an a 
记 n dg ts 
则 二 次 型 (1) 可 记 为 
f=X' АХ. (3) 


由 于 ai 一 an 所 以 A 是 对 称 阵 . 
称 (3) 中 对 称 阵 4 为 二 次 型 了 的 矩阵 , 称 4 的 秩 为 二 次 型 了 的 秩 . 
任 给 一 个 二 次 型 f, f 唯一 地 确定 了 一 个 对 称 阵 A; 反 之 , 任 给 一 个 对 称 阵 4,4 也 可 
唯一 地 确定 一 个 二 次 型 . 
例如 ,二 次 型 
f==l+2rir r brir t+ 3ri zr HAr 


的 矩阵 为 


юе 


了 可 写成 
= ооло) |} 


本 书 只 讨论 实 二 次 型 . 

8.1.2 合同 矩阵 

设 flistr s2) =ХАХ 为 nn 元 实 二 次 型 . WRR X= asror) 看 作 是 R' 
中 向 量 “在 某 组 基 下 的 坐标 ,那么 ”元 实 二 次 型 f(ziyz:,…'z) 可 以 看 作 是 R 中 向 量 。 
的 函数 . 因此 ,这 个 二 次 型 又 可 记 作 /(а)=Х' AX. A 可 以 看 作 是 在 给 定 基 底下 二 次 型 
Га) ЕВЕ. 34 К" 取 不 同 的 基 时 ,一 般 说 向 量 a 的 坐标 就 不 同 , 这 时 二 次 型 7(a) 的 矩阵 
如 何 随 基底 的 改变 而 变化 呢 ? 
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BaH R ME aaa, FABER X= nensem)! a TER 的 基 Bbo 
B. 下 的 坐标 为 了 一 (yiyyz,…,y)' 由 坐标 转换 公式 得 
Х=СҮ. 
其 中 CC 是 由 基 ааз, те, а, 到 基 А,В, PL 的 过 渡 矩 阵 . 于 是 
JfG)=X'AX=(CYY'A(CY)=Y'(C'AC)Y. 
jg B—C'AC. ВЖ В ЗАНЕ, АТ В=С' АС 是 F(a) 在 新 基 记 ,p:，…,p, 下 对 应 
的 矩阵 . 
关系 B=C'AC 是 矩阵 之 间 的 一 种 重要 关系 , 它 反映 了 同一 二 次 型 在 不 同 基 下 对 应 
的 矩阵 之 间 的 关系 . 
定义 8.2 给 定 两 个 阶 方 阵 A 和 妃 , 如 果 存 在 可 逆 阵 C, 使 得 
B=C'AC, 
则 称 4 Увам. 
矩阵 合同 有 以 下 三 条 性 质 ， 
(1) 自 反 性 : 任 一 阶 方 阵 A 都 与 自身 合同 
(2) 对 称 性 :车 A 与 B 合 同 , 则 B 与 4 合同 ; 
(3) 传 递 性 :车 4A 与 合同 , 且 B 与 C 合 同 , 则 4 与 C 合 同 . 
定理 6.4 指出 ,对 任 一 实 对 称 阵 A EEX Р. РТАР=Р'АР= 为 对 角 阵 ， 
因此 , 任 一 实 对 称 矩阵 都 与 对 角 阵 合同 . 


8.2 化 实 二 次 型 为 标准 形 


三 元 二 次 方程 表示 的 是 三 维 空间 中 的 二 次 曲面 ,如 果 能 选择 适当 的 坐标 系 把 三 元 二 
次 方程 化 成 标准 形式 ,该 二 次 曲面 的 形状 也 就 容易 判定 了 .一般 地 ,我 们 先 来 讨论 n TK 
二 次 型 的 化 简 问 题 . 
设 C 是 nn 阶 可 逆 阵 . 称 变量 X m (rira Y m Qnem»! 之 间 的 变换 
Х=СҮ 
为 可 逆 线 性 变换 R 中 向 量 在 两 组 基 下 的 坐标 转换 就 是 可 逆 线 性 变换 . 如 果 C 为 正 交 
阵 , 则 称 上 述 变 换 为 正 交 线 性 变换 . R" 中 向 量 在 两 个 标准 正 交 基 下 的 坐标 转换 就 是 正 交 
线性 变换 . 
我 们 的 目的 是 :对 给 定 的 实 二 次 型 
f(a)-X'AX, 
Jh X= (zira z.) E a dE R 的 某 一 基 下 的 坐标 ,寻找 К” 的 适当 的 基 , 使 fa) 在 新 
基 下 的 矩阵 B=C'AC 是 对 角 阵 ,即将 二 次 型 化 成 只 含 平方 项 的 二 次 型 . 这 相当 于 寻找 适 
当 的 可 逆 线性 变换 
X-CY, 
使 得 
f =X'AX=(CY)'A(CY)=Y'(C'AC)Y 


=r š; КИРЕ 
k. 
用 矩阵 的 语言 来 说 ,就 是 对 实 对 称 阵 4 寻找 可 逆 阵 C ,使 C' AC 为 对 角 阵 . 
称 只 含 平方 项 的 二 次 型 为 标准 二 次 型 . 例如 
f==+y+4=z, 
f 32i— 52b 1204-92, 

都 是 标准 二 次 型 . 

由 于 C 是 可 道 矩阵 ,所 以 RCA)= R(C'AC). 因此 ,y 的 秩 等 于 了 的 标准 型 中 系数 不 
为 零 的 平方 项 的 个 数 . 


8.2.1 用 正 交 变换 化 实 二 次 型 为 标准 形 
由 第 六 章 6. 2 节 中 定理 6.4 知 ,对 实 对 称 阵 4, 存 在 正 交 阵 已, 使 


А " 
EN | m ‚| м. | 
Y T 


把 这 个 结论 应 用 于 实 二 次 型 , 则 有 如 下 定理 . 
定理 8.1 对 任意 ”元 实 二 次 型 


Р7\АР= 


f=X'AX, 
存在 正 交 线性 变换 
X=PY, 
使 二 次 型 了 化 为 标准 形 
fany thy tety 
Ж disda ЖА n НЕШ. 
证 因 A 是 实 对 称 矩阵 ,存在 正 交 阵 已 ,使 


А 
A. | 


ЖР AAA BE A л МЕНЕ. 经 正 交 线性 变换 X 一 PY, 实 二 次 型 
f =X'AX=(PY)'A(PY)=Y'(P'AP)Y 


А ЕД 
لور‎ C Q X |-Ay ARMS AX 0 
Jn 


例 1 设 二 次 型 f= —2rz:—2ziri 2t H 2r 2r irre 
求 一 个 正 交 线性 变换 X=PY ,将 了 化 为 标准 形 - 
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P'AP- 


-1 4+1 4+1 4+1 4+1 
l| о п+т+з+т, H à 一 1 1 
ا‎ ү H шр oed 
А =£ 00 0 à 
1 1 
7? ° |-aer'a-». 
4-1 0 
2 Md 
1 -n[n 
-1 ے1‎ 
-1 1а lo 
1 = le 
р 一 ! 
=k, + +h, M . 
1 0 
° Lo. 1 
=r 
T,=| |. T= 
0. 0. 1 
令 BET 
f 1 1 
GT oj 11 11-1 
вет ЗА | al 
lo. 0. L 0) 
GT 
-GRA 
n -1] 
эж т 
2| 2 3| 1 
0 0 0 3 
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qe. 2255 


СИ 


К $ - re] 
«ет -lS °з Ë] °з == 59 
E BEEE . 0003 — 
à SR чө cs 
dm i Breceus. AS 
<Ë Lol (ES Span Пе ЧО 
D SE mus mud er SSE 
Б 1 B Гат 1 SE 
- z aa т a ays € 1 
с Б] inl 
JS 4S i ا‎ ЗЕ Р 
EN < [ 
: == з - 
ДЫ алалы зы 
E | r1 
= = ° = 
— 
. 1 
a ! =ч oO non ص م‎ 
l BON H 


再 令 
由 
得 


cis quod. d 
KE SVP Vo? 
Fi cis у 
2 
(4) ФР=‹(Р,,Р,.Р,,Р)= Ys e E B 
$. eio qid 
ув m 2 
WP d 
Ç ° vmwoiÓ 
则 为 正 交 阵 ,由 定理 8. 1 知 ,经 正 交 变 换 
X=PY, 
原 二 次 型 了 化 为 
-1 
хт) Td | —¥ i+ 3i. 
3. 


8.2.2 拉 格 朗 日 配方 法 化 二 次 型 为 标准 形 


正 交 变换 可 视 为 由 标准 正 交 基 到 标准 正 交 基 的 变换 . 如 果 不 限于 正 交 变换 ,可 以 用 
可 逆 线 性 变换 把 二 次 型 / 化 为 标准 形 , 得 到 的 标准 形 不 是 唯一 的 . 下 面 介 绍 拉 格 朗 日 配 
方法 化 二 次 型 为 标准 形 . 这 是 一 种 用 可 逆 线 性 变换 化 二 次 型 为 标准 形 的 方法 ,我 们 用 例 
子 来 说 明 这 种 方法 . 
例 2 用 可 逆 线性 变换 化 二 次 型 f 为 标准 形 , 并 求 所 用 的 变换 矩阵 及 /了 的 秩 ， 
J 一 4zi 十 2z 十 妇 一 2ri 十 4ri7z 十 47iz 一 4Zizt 十 47az3 一 4zzzt 一 8T34 
解 /中 含有 变量 zi 的 平方 项 (其 系数 不 为 零 ) JES z 的 项 归并 起 来 ,配方 得 
f @лу+х+ху—х)?+ За лола 0лага— базда. 
上 式 右 端 除 第 一 项 外 已 不 含 r. 继续 配方 得 
f=(2zi+zr+z—r)'+(ri+r—r)t—(a+2x)*'. 


做 线性 变换 
y -2ndi +I; — 
P=  m+r— 
x = ху+?хт, 
х= ET 
[= i» -is 
2 2 
即 {з= yt Зу, 4) 
z= J29: 
„= y 


变换 矩阵 为 


[ 


d. 
12 2 
c=| ° 1-1 3 
0 0 1-—2 
0 0 0 1 
H C 可 逆 知 (4) 是 可 逆 线 性 变换 ,在 这 个 可 逆 线 性 变换 下 ， 
f=yi+yi— i. 


了 的 秩 为 3. 
例 3 化 二 次 型 /一 2zrir: 十 2riz 一 6zrszs 成 标准 形 ,并 求 所 用 的 可 逆 线 性 变换 矩阵 . 
解 /了 中 不 含 平方 项 , 含 rr 项 . Ф 
1=% Fy: 
上 (5) 
z = Ys. 
代入 记得 
f—2yi-2yi Ay yet Byiys- 
再 按 例 7 的 方法 配方 ,得 
f22i—3)0!—2,—2y)' o 6yi. 


z—»—» 
* EL 
و‎ = уз, 
nant 
Bp pass (6) 
amine 


线性 变换 (5) 和 (6) 的 矩阵 依次 为 


1 l4 101 
1 —1 0| 和 C:=|0 1 2|. 


C= 
0 01 lo от 
总 的 线性 变换 为 X=C,Y=C,(C,Z)=C,C,Z, HERE N 
1 3 
сес 一 1 = 
о 0 1 


шШ|С|=—2=0, C 可 道 , 故 线性 变换 X —CZ 是 可 逆 线 性 变换 ,在 这 个 可 逆 变换 下 ， 
f 221— 2234623. 

一 般 地 ,用 配方 法 化 二 次 型 为 标准 形 时 ,如 果 二 次 型 不 含 平方 项 ,可 先 用 一 个 可 逆 线 
性 变换 把 f 化 为 含有 平方 项 的 二 次 型 ;对 于 含有 的 二 次 型 ,可 先 集中 含有 т, 的 所 有 项 
进行 配方 . 对 剩 下 的 一 1 元 实 二 次 型 , 仍 按 上 法 进行 .如 此 反复 做 下 去 ,就 可 得 到 标准 
形 ,最 后 写 出 可 逆 线 性 变换 的 表达 式 ( 或 矩阵 ). 做 多 次 变换 的 情况 ,需要 综合 各 次 变换 ,得 
到 总 的 线性 变换 的 表达 式 ( 或 矩阵 ) 
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8.2.3 初等 变换 法 化 实 二 次 型 为 标准 形 


所 谓 合同 变换 就 是 用 可 逆 阵 C 及 其 转 置 在 两 边 乘 4, 即 C' 4C. 将 一 般 的 实 二 次 型 通 
过 配方 法 化 成 标准 形 的 过 程 , 如 果 用 和 扼 阵 形式 来 表达 ,其 实质 是 将 二 次 型 的 矩阵 通过 一 连 
串 的 合同 变换 ,化 成 对 角 阵 的 过 程 . 拉 格 朗 日 配方 法 表明 ,对 任 一 实 对 称 阵 4 ,一 定 存在 可 
逆 阵 C, 使 C'AC==A 为 对 角 阵 . 将 C 分 解 为 一 系列 初等 阵 之 积 :C 一 已 P:…P,, 得 
Р} PLPLAP, P, P,= A. 
此 式 表明 ,4 可 以 通过 一 系列 对 于 行 、 列 来 说 “协调 一 致 ”的 初等 变换 化 为 对 角 阵 . 由 此 得 
到 化 实 对 称 阵 为 与 之 合同 的 对 角 阵 4 的 方法 如 下 :将 单位 阵 放 在 待 变换 的 矩阵 下 面 , 构 


A A 
wo ERE, 对 | nte oem mara a m А 作 一 次 相应 的 行 变换 , 即 


4 C'AC: š v 
(ZI -[E Jc ac Burnt е ийт сус maro macer. 


例 4 用 初等 变换 法 将 


E 
у=Х'| 10 中 
-31 0 
化 成 标准 二 次 型 . 
解 
0 1 -3 2 1 -2 
qoi. 3 10 1 
4A] |-3 1 оаа j-21 0 
[.]- 10 ol lo о 
01 о 11 0 
00 1 оо 1! 
21 0 "ics 
| ° 2 id | 
ata |o 2 —2| a+a |0 0 —2 
эы o in 1 
n 1 1 12 1| 
b 0 1 01 1] 
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2 0 °] 
0 1+ ol Ë 0 0 
loe o 
aaa |0 0 2.10 o -2 
nm- 去 xn |1 + 1|?хв|1 1 af 
1 3 1 
1 
11 sa 
01 1) 
由 此 得 标准 形 
/=?2у{+6у}—2у]. 
所 用 的 可 逆 线 性 变换 为 


E 
X-CY. C-| s 1l. 
lo 2 1J 


8.3 正定 实 二 次 型 


8.3.1 实 二 次 型 的 惯性 定律 


容易 看 出 ,给 定 二 次 型 /的 标准 形 不 是 唯一 的 . 即 用 不 同 的 可 逆 线 性 变换 把 同一 个 
实 二 次 型 / 化 为 标准 形 时 ,这 些 标准 形 中 的 系数 一 般 说 是 不 同 的 . 但 在 实 可 逆 线 性 变换 
下 ,同一 个 实 二 次 型 的 标准 形 中 的 正 系数 、 负 系数 及 零 系数 的 个 数 不 因 实 可 逆 线 性 变换 的 
不 同 而 改变 . 这 就 是 实 二 次 型 的 惯性 定律 . 

定理 8.2 设 ” 元 实 二 次 型 /=X' AX ERI BATEIR X-CY.X-CZ 分 别 化 
成 标准 形 


SJ=kiyitkiyit nb 
及 2, 
Wk; esee, 中 正 数 的 个 数 与 11,4;,… ,1 中正 数 的 个 数 相等 ;hsh，… s 中 负数 的 个 数 
Би, 中 负数 的 个 数 也 相等 (当然 ,kh,k,，…,k, PERAR Lon PEHA 


数 也 相等 ), 分 别称 之 为 /的 正 惯性 指数 与 负 惯性 指数 . 
这 相当 于 说 :在 秩 为 ~ 的 实 二 次 型 / 的 标准 形 中 ,正平 方 项 的 项 数 户 ( 称 为 了 的 正 局 
性 指数 ) 是 唯一 确定 的 ,而 负 平 方 项 的 项 数 恰 为 一 p( 负 惯性 指数 ). 


8.3.2 正定 二 次 型 


定义 8.3 设 有 元 实 二 次 型 /二 X'AX, 如 果 对 R 任何 列 向 量 X 关 0, 都 有 X AX 
> 二 0, 则 称 /为 正定 二 次 型 . 称 正定 二 次 型 的 矩阵 为 正定 矩阵 - 
显然 ,正定 阵 一 定 是 实 对 称 阵 ,反之 未 必 - 
下 面 讨论 正定 二 次 型 的 判定 条 件 - 
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定理 8. n 元 实 二 次 型 /一 X' AX 为 正定 二 次 型 的 充 要 条 件 是 ,y 的 标准 形 中 的 ， 
个 系数 全 为 正 数 , 即 /的 正 惯性 指数 是 
证 设 经 过 实 可 逆 线 性 变换 X—CY./ 化 为 
fy yb mt (7) 


DEERE kokok PATERET EUN eco Y, |^ . N 


1 
б š 
X,=CY,=C| , |#*0CSW Y,=C''X.=0.3FJ8),. B 


0 
X' AX =Y',(C' ACY =k, V 403 4-7 +k, 0 =k, SO. 
这 与 /是 正定 二 次 型 矛盾 
=] 
充分 性 :对 任意 BEFRA X= B асаж 


le. 


[» 


TB 0, G-1,2, 058 
X' АХ=Ү' (CC! ACY —hyi byi i +k.y;>0. 
故 /是 正定 二 次 型 D 
推论 8.1 实 二 次 型 /=X'AX 为 正定 二 次 型 的 充 要 条 件 是 :/ 的 矩阵 А 的 特征 值 
EXTR. 
证 WA ne ALIE A FO n TREE, HEHE 8. 1, 存 在 正 交 变 换 X 一 PY 使 
/=Му+Му+ Ау 
从 而 由 定理 8. 3 立即 得 证 . J 
推论 8.2 实 二 次 型 /=X'AX 为 正定 二 次 型 的 充 要 条 件 是 :存在 实 可 逆 阵 Q .使 
A=Q'Q. 
EO 充分 性 :对 任意 维 非 零 实 向 量 义 . 因 Q 可 逆 , 故 QX=0. AT 
X' AX=X' Q' QX = (QX)' (QX)= IQX 70. 
所 以 了 是 正定 二 次 型 . 
必要 性 : 设 了 是 正定 二 次 型 .由 推论 1 知 ,存在 正 交 阵 卫 ,使 
ГА 1 
PapP-| * |. 
i CAS 


ЖИР AD0G-1,2, 509 4 的 个 特征 值 ,于 是 


[Va [Va 
e Ум " У, Е РР 

4x Xx] 

n Sa | 

令 Q- Ум i Pao =P Vx : ,于 是 
эы Lg 
A-Q'Q. 
Ух 


arama až memg. 0 


Va. 
例 5 设 4 为 正定 阵 , 试 证 A 的 伴随 阵 An 是 正定 阵 . 
证 “由 4 是 正定 阵 知 A! =A, E 4 的 ”个 特征 值 和 ,加 ,…, 全 大 于 零 ,于 是 141 


= Пахова sig A7 ТАГАТ. 由 第 六 章 定理 6.4 知 ,存在 正 交 阵 了 ,使 


А 
а ^u | 
C 


TR P''A*P=P '(|AlA)P=|AI(P 'AP) 一 


ES 


à ʻi 

i lAl 
-u| e | = ATi Р 
A 


E 
tA n Ев... ахта. ш 


(A)! 2CIALA7D' = A] CA)? ААА" 
知 4" 是 实 对 称 阵 , 故 由 推论 1 知 REER. 0 

例 6 HH A,B RB n Bî IE EFF RUE A+B 也 是 正定 矩阵 . 

证 因 A,B 是 正定 阵 , 所 以 (4 十 B)'=A' 十 B' 一 4 十 B, 即 A+B 是 实 对 称 阵 . 对 
任意 维 非 零 实 向 量 义 ,X' АХ>0,Ң X' BX 二 0, 故 

X' (A+B)X=X' АХ+Х' BX>0, 

所 以 /二 X' (A 十 B)X 是 正定 二 次 型 , 故 ALB REEM. J 

定理 8.4 KHER 4 为 正定 矩阵 的 充 要 条 件 是 :4 的 各 阶 顺序 主子 式 都 大 于 零 ， 
即 
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an an ~ a. 
an ar аһ аһ c" бы 
2420, >0, =, 


аһ an 


aqa as ** a, 
例 7 判定 二 次 型 
Ууух) m Sz y! +2 HAzy Аас Dye 
是 否 正定 . 
解 二 次 型 / 的 矩阵 为 


A 的 各 阶 顺 序 主子 式 


所 以 二 次 型 是 正定 二 次 型 

定义 8.4 设 有 n 元 实 二 次 型 /==X' AX. 若 对 R° 中 任意 非 零 列 向 量 X BA X AX 
到 0, 则 称 此 二 次 型 是 负 定 二 次 型 ,而 了 的 矩阵 A 称 为 负 定 和 矩阵 . 

显然 , 实 二 次 型 /=X'AX 是 负 定 二 次 型 的 充 要 条 件 是 一 /=X' (AX 为 正定 二 
次 型 . 因此 ,由 定理 8.4 立即 可 得 如 下 推论 . 

推论 8. 3 “元 实 二 次 型 /=X' AX 为 负 定 二 次 型 的 充 要 条 件 是 :4 的 奇数 阶 顺 序 主 
子 式 小 于 零 ,而 偶数 阶 顺 序 主 子 式 大 于 零 . 


8.4 空间 中 的 曲面 与 曲线 


空间 中 一 个 平面 上 的 所 有 点 的 坐标 (z,y,=) 满 足 一 个 三 元 一 次 方程 ;反之 ,坐标 满足 
一 个 三 元 一 次 方程 的 点 形成 一 个 平面 . 本 节 进 一 步 讨论 空间 中 曲面 .曲线 与 三 元 方程 
下 (zyvs) 一 0 之 间 的 关系 . 

给 定 空间 坐标 系 中 一 个 曲面 S, 由 于 S 上 的 点 要 满足 一 定 的 几何 条 件 , 这 个 条 件 一 般 
可 以 写成 点 的 坐标 所 满足 的 一 个 方程 F(r,y,z)=0. 曲面 S 上 点 的 坐标 一 定 满足 这 个 方 
程 ,坐标 满足 这 个 方程 的 点 也 一 定 在 曲面 5 上 . 称 这 个 方程 FLz,y,=)=0 为 曲面 5 的 方 
BE. 也 称 S 为 方程 (zr,y,<) 二 0 的 图 形 . 

我 们 主要 讨论 如 下 两 个 基本 问题 : 

ао) 已 知 一 曲面 ,建立 曲面 的 方程 ; 

(2) 已 知 坐 标 (z,y,<) 满 足 的 一 个 方程 ,研究 这 方程 所 表示 的 曲面 . 


8.4.1 球面 
已 知 球面 的 球 心 在 点 Mo Gro yo) ,半径 是 , 求 该 球面 的 方程 . 


空间 中 任 一 点 MO, y ERE EH AN IM.M| = 


V (er E Gr ye) + G- 2)! =r, 


故 该 球面 方程 为 
уу) са) 
如 果 球 心 在 坐标 原点 , 则 球面 方程 为 
将 方程 (8) 展 开 , 得 
a^ y be 20 Dy z+ tyi tir =, 


这 个 方程 的 特点 是 :(1) 它 是 三 元 二 次 方程 ; (2) 二 次 项 Ey 的 系数 相同 ; (3) 没 有 ry. 
кєт 这 类 二 次 项 . 事实 上 ,具有 这 三 个 条 件 的 方程 ,一 般 说 来 ,其 图 形 也 是 球面 . 因为 
用 配 完全 平方 的 方法 ,总 可 以 将 这 样 的 方程 化 成 形式 : 
(r=) + (y— yo) о). (9) 
MERO 时 , 它 就 是 球 心 在 Ma (ros yos SEU VE 的 球面 方程 ; 当 人 = 0 时 ,球面 收 
缩 为 一 点 (点 球面 ); 当 k<0 时 ,无 图 形 ( 叫 虚 球面 ). 


8.4.2 ЖЩ 


平行 于 定 直 线 并 沿 定 曲线 C 移动 的 直线 工 形成 的 轨迹 叫做 柱 面 , 定 曲 线 C 叫做 柱 面 
HER , 动 直线 也 叫做 柱 面 的 母线 . 

例 8 WEHA r +y =r 的 图 形 . 

解 ”在 zxOy PME +y'=r RRAN. 我 们 在 空间 直角 坐标 系 中 讨论 问题 , 方 
程 中 不 含 =, 那么 ,无 论 = 怎样 ,只 要 点 M(z,y,<) 中 的 zy 满足 vy =r W ТЕА 
方程 的 图 形 上 . 这 就 是 说 ,凡是 通过 rOy FAKA +y =r Е M(z,y,0), 且 平行 于 
= 轴 的 直线 Г. 都 在 这 方程 的 图 形 上 . 因此 ,该 方程 的 图 形 是 以 rOy 平面 上 圆 为 准 线 , 母 线 
平行 于 < 轴 的 柱 面 . 方程 

r+y=r 


为 其 准 线 方程 . 
一 般 地 ,含有 两 个 变量 的 方程 在 平面 上 表示 一 条 曲线 .而 在 空间 里 表示 一 个 柱 面 . 它 
以 平面 上 的 这 条 曲线 为 准 线 .其 母线 平行 于 方程 中 不 出 现 的 那个 变量 对 应 的 坐标 轴 . 
给 定 一 个 柱 面 ,总 可 以 适当 选取 坐标 系 ,使 其 母线 平行 于 某 坐标 轴 . 当 柱 面 的 母线 平 
行 于 = 轴 , 且 准 线 是 zOy 面 上 的 曲线 
[fer.y)=0 
i= 
时 , 柱 面 的 方程 就 是 
J(r.y)=0. 
例如 ,方程 


(3) .r—2py (p>0) 


在 空间 直角 坐标 系 下 ,分 别 表示 母线 平行 于 = 轴 的 椭圆 柱 面 . 双 曲 柱 面 和 抛物 柱 面 ( 图 
8.1). 


8.4.3 旋转 曲面 


由 一 条 平面 曲线 C 绕 该 平面 上 的 一 条 定 直 线 工 旋转 一 周 所 成 的 曲面 叫做 旋转 曲面 ， 
曲线 C 称 为 母线 ,直线 L 称 为 旋转 轴 . 
为 方便 ,我 们 常 把 曲线 所 在 的 平面 取 作 坐标 面 ,把 旋转 轴 取 作 坐标 轴 . 
在 yOz 面 上 ,给 定 曲线 C: 
f(y,z)=0 
т=0. 
将 其 绕 = 轴 旋 转 一 周 , 求 此 旋转 曲面 的 方程 . 
А 设 M(z,y,s=) 是 曲面 上 任 一 点 , 且 M 点 位 于 曲线 C 上 点 
Mi(0,yiv=i) 所 转 过 的 圆周 上 (图 8.2). 则 


MO ул) 
(xz) zz. 


4 X M.M, 到 = 轴 的 距离 相等 ,所 以 
Y yl - pnl. 


即 
x= + atty. 
因 M Oyon ERR C 上, 故 
fia)270. 
从 而 
fG IFFY ,20=0, 
这 就 是 所 求 的 旋转 曲面 方程 . 
同 理 , 曲 线 C 绕 y 轴 旋转 所 成 的 旋转 曲面 的 方程 为 
ож Va Ez )=0. 
总 之 ,位 于 坐标 面 上 的 曲线 C, 绕 其 上 的 一 个 坐标 轴 转 动 ,所 成 的 旋转 面 方程 可 以 这 


样 得 到 :曲线 方程 中 与 旋转 轴 相 同 的 变量 不 动 ,而 用 另 两 个 变量 的 平方 和 的 平方 根 (加 正 、 
“167。 


нэ жаа 
R su EY ER Sky 中 的 y, 得 
z=+k 4r ry, 


负 号 ) 替 代 曲 线 方程 中 另 一 变量 即 可 . 
绕 = 轴 转 动 得 到 的 曲面 的 方程 (图 8. 3). 


即 
z-PG y). 
称 直线 L 绕 另 一 条 与 工 相 交 的 直线 L 旋转 一 周 所 得 的 旋转 面 
为 圆锥 面 7, 55 L' 的 交点 叫 圆锥 面 的 项 点 ,两 直线 的 夹 角 a(O<a< 
LLL TEL - 例 2 中 的 曲面 就 是 顶点 在 原点 , 半 顶 角 为 


arccot |k| 的 圆锥 面 . 
例 10 求 双 曲 线 
a z 
te 
у=0, 图 8.3 
分 别 绕 工 轴 、z 轴 旋 转 所 得 曲面 的 方程 . 
解 ” 绕 工 轴 旋 转 时 ,z а Н МУК ,得 该 旋转 曲面 的 方程 
r =. ao 
绕 = 轴 旋转 时 ,= 不 动 ,用 土 VE 十 交替 代 x 得 该 旋转 曲面 的 方程 
1 ap 


分 别称 方程 (10) 和 (11) 为 旋转 双 叶 双 曲 面 和 旋转 单 叶 双 曲面 方程 (图 8. 4). 


2=0 


| 
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nnal 


=o 
TO Pec 轴 旋转 得 族 转 她 物 面 (图 8. 6) 
у=?р= 


='+y'=2pz. 


图 8.5 图 8.6 


8.4.4 空间 曲线 

空间 曲线 可 以 视 为 两 个 通过 它 的 曲面 的 交 线 . 若 空间 曲线 C 是 两 个 曲面 
一 0 

Sz: G(r,y,z)=0 


的 交 线 , 则 曲线 C 的 方程 为 
(2 
G(r,y,z)=0, 
称 其 为 空间 曲线 C 的 一 般 方程 . 
例如 ,方程 组 
[её 
rtytz-3 
表示 平面 r:z 十 y 十 z=3 Si S: + y =1 的 交 线 (图 
8.7). 
有 时 ,空间 曲线 C 的 方程 也 可 以 用 参数 表示 成 
z=x(t) 
b 
z=z(t). 
例 11 在 半径 为 a 的 圆柱 面 上 ,有 一 动 点 M 以 角速度 d 
中 绕 旋转 轴 转 动 , 同 时 又 以 匀速 v 沿 母线 上 升 , 求 点 M 的 运 图 8.7 
动 轨迹 方程 
解 ” 取 圆柱 面 的 轴线 为 < 轴 , 并 设 M 点 上 升 方向 为 = 轴 正 向 . 取 时 间 1 为 参数 ,1=0 
时 ,点 M 位 于 4(a,0,0) 处 . 经 时 间 1, 动 点 MM 运动 到 M(x,y,:)( 图 8.8), 记 M, 在 zxOy 
面 上 的 投影 为 M' , 则 M 的 坐标 为 +,y,0, 显 然 , 和 AOM' 二 wt, 从 而 


eC 


工 一 acos(ot) ， 
y=asin(et). 
由 于 动 点 M 以 线 速度 v 沿 平行 于 = 轴 的 正方 向 上 升 , 所 以 
z=ut. 
故 该 曲线 的 方程 为 
[7 =acos(ur) 
esto 
z=vt. 
称 此 曲线 为 螺旋 线 . 
› 设 C 是 一 条 空间 曲线 ,x 是 一 个 平面 ,以 С 为 准 线 , 作 母线 垂 
图 8.8 H T x 的 柱 面 ,该 柱 面 与 平面 x 的 交 线 叫做 C 在 平面 + 上 的 投影 
曲线 ,简称 投影 . 
求 空间 曲线 在 坐标 面 上 的 投影 是 很 重要 的 . 设 曲线 C 的 方程 是 


从 这 个 方程 组 中 消去 = 所 得 到 的 方程 
F(z,y)=0, 
就 是 以 C 为 准 线 ,母线 垂直 于 20у 面 的 杜 面 方程 . 故 曲 线 C 在 rOy 面 上 的 投影 为 
人 
2=0. 
同样 ,从 C 的 方程 中 消去 = y, ИЯ C 在 yO 或 Ox 平面 上 的 投影 . 
例 12 求 曲线 C， 
++ =1 2>0, 
{тесш 
Ж zOy,=Or 坐标 面 上 的 投影 
解 +y r= 就 是 以 C 为 准 线 ,母线 垂直 于 10y 的 柱 面 ,所 以 C 在 rOy 面 的 投 
LZ 
ES 
z=0, 
ER Oy i E LOL 0.0) MBL, FEHM . 
从 曲线 C 的 方程 中 消去 y 得 
2+1=1 (220,220), 
故 曲线 C 在 <Oz 面 上 的 投影 为 : 
z+r=1] (r20,z20) 
у=0, 
它 是 zOx 面 上 的 抛物 线段 
由 参数 方程 表示 的 空间 曲线 在 坐标 面 上 的 投影 是 容易 求 出 的 ,例如 ,螺旋 线 
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在 zOy 平面 的 投影 为 


即 


在 yO: 平面 上 的 投影 为 


即 


8.5 二 次 曲面 


现在 我 们 研究 三 维 几何 空间 中 三 元 二 次 方程 代表 的 曲面 一 一 二 次 曲面 . 一 般 的 三 元 
二 次 方程 都 可 写成 
X'AX+v'X+au=0, 
其 中 


4 一 (as，ai= 一 ar， ij 一 1,2,3， 


Ы а 


ам. 


= 


依 定理 8.1, 存 在 正 交 变换 
X=PY, 
使 二 次 型 Х' AX 化 为 标准 二 次 型 Niz'? 十 iay? 十 hs':, 这 意味 着 存在 三 维 几 何 空间 中 适当 
的 直角 坐标 系 ,使 原来 的 三 元 二 次 方程 化 成 
Aia FA! +A +a! ua! +а' му al az! +a =0. 
ХААА Шатаа ssa! soa! sx 的 各 种 可 能 情况 分 别 进行 讨论 ,将 得 到 三 元 二 次 方程 
所 代表 的 各 种 不 同类 型 的 二 次 曲面 .下 面 分 别 介绍 几 种 常见 的 二 次 曲面 及 其 标准 方程 . 


8.5.1 椭 球 面 
由 方程 


(a>0,6>0,c >0) (12) 


2:171 


确定 的 曲面 , 称 为 椭 球 面 , 数 a,5,c 称 为 机 球面 的 三 个 半 轴 . 

Ща=б=с 时 ,方程 (12) 确 定 一 个 球面 . 当 a,b,c 中 有 两 个 相等 时 ,方程 (12) 确 定 一 
个 旋转 椭 球 面 . 

椭 球 面 (12) 有 如 下 特点 : 

D 图 形 关于 三 个 坐标 面 、 三 个 坐标 轴 及 原点 都 对 
称 , 且 被 限制 在 以 原点 为 中 心 的 长 方 体 

lzl<a， |у|<5, iz|<c 

A. 

(2) MEAP z—ACIA | ERI RAN 


z=h. 
这 是 = 一 4 XE о BELA LUI Eo | 1— o ута IHF 


ПРИ 
ЖР с.а P 
z=0 


图 形 被 平面 y=h,(|A|<b)s тА СА <a RE EU Ж DL FR С 8. 9). 
8.5.2 单 叶 双 曲面 
方程 


5g — A 0.0.0 


pany 
于 二 其 一 和 =1(a>0,5>0,c>0) аз› 


的 图 形 称 为 单 叶 双 曲面 . 该 方程 的 特点 是 ,平方 项 有 一 个 取 负 号 ,两 个 取 正 号 . 类 似 地 ， 
方程 


а 5 
的 图 形 也 是 单 叶 双 曲面 - 
用 平面 二 h 截 方程 (13) 的 图 形 , 得 截 线 为 椭圆 


E 


NN DET PPS 
[+] leek] 
zh. 


随 着 141 的 增 大 ,其 长 . 短 半 轴 也 增 大 . 
用 平面 一 截 该 图 形 得 截 线 为 双 曲线 
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MRIS 时 , 它 的 实 轴 与 z 轴 平 行 ; 当 |&| >5 时 , 它 的 实 轴 与 = 
轴 平 行 ; 当 |k|=6b 时 , 截 线 为 


人 
cae 
y= =b. 
它 是 两 条 相交 直线 (图 8. 10). 

8.5.3 双 叶 双 曲 面 

方程 
ZIYCEÉIA (c0) ao 


的 图 形 称 为 双 叶 双 曲 面 . 该 方程 的 特点 是 ,平方 项 的 系数 一 个 
取 正 号 ,二 个 取 负 号 . 类 似 地 ,方程 


或 


的 图 形 也 是 双 叶 双 曲 面 - 
方程 (14) 的 图 形 如 图 8. 11 所 示 - 
用 平面 < 一 或 y=h 截 曲面 (14), 得 双 曲 线 тз. 


8.5.4 椭圆 抛物 面 
方程 
Z+ Ga 同 号 ) as 
HE E ROS ЮЕ. 


用 z=h(h 与 psg 同 号 ) 截 该 曲面 ,得 椭圆 


a 4 ^ 
[minc 
==. 

用 平面 x 一 /或 y=h 截 该 曲面 ,得 抛物 线 


‚ sE 
p =2q(= 25) 
z=h 
或 
[ore 
yh. 
方程 (15) 的 图 形 如 图 8. 12 所 示 - 
8.5.5 双 曲 抛物 面 
方程 图 8.12 
+ у 
Foya (044 08) ав 


的 图 形 称 为 双 曲 抛物 面 ( 或 马鞍 面 ). 方程 的 特点 是 有 两 个 异 号 的 平方 项 , 另 一 个 变量 是 
一 次 项 ,无 常数 项 . 
用 平面 *=A(h 夫 0) 截 该 曲面 得 双 曲 线 


[inci 
Zph qh 
z—h. 

щл 5 puo 同 号 时 , 双 曲 线 实 轴 与 > 轴 平 行 ; 当 /与 
р.а 异 号 时 , 实 轴 与 y 轴 平 行 .A=0 时 ,该 曲面 与 
тОу 平面 的 交 线 是 两 条 相交 的 直线 


用 z=h у= 平面 截 该 曲面 均 得 抛物 线 . Jr 
程 (16) 的 图 形 如 图 8. 13 所 示 - 


8. 5.6 二 次 锥 面 
方程 


图 8.13 


至 十 区 一 到 一 0 《a,b,c>0) an 


的 图 形 称 为 二 次 锥 面 . 该 方程 是 二 次 齐 次 方程 ,平方 项 的 系数 两 个 取 正 号 ,一 个 取 负 号 
(也 可 写成 两 个 系数 取 负 号 ,一 个 系数 取 正 号 的 形式 )- 
用 平面 二 h(h 关 0) 截 该 曲面 得 椭 贺 
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+ 


gem 


随 |h| 的 增 大 ,该 椭圆 的 长 , 短 轴 也 不 断 加 大 . 该 锥 面 与 xOy 平面 ( 即 = 一 0 
平面 ) 仅 交 于 一 点 O(0,0,0). 

% a=b 时, 锥 面 (17) 式 就 是 8. 4. 3 中 介绍 的 圆锥 面 . 

如 果 Mo Gros yo sz ET FE (17), Mtzoytyovtso) 也 满足 方程 
(17), 即 车 点 Mo Gros yos z0) fE E TL (17) E , JU pt RO (0,0,0) 1 M, 
Coyor WAR 上 的 任 一 点 均 在 锥 面 (17) 上 

二 次 锥 面 的 图 形 如 图 8. 14 所 示 . 


8.5.7 二 次 曲面 的 一 般 方程 


前 面 介绍 的 二 次 曲面 的 方程 都 是 以 标准 形式 出 现 的 , 称 其 为 二 图 8.14 
次 曲面 的 标准 方程 . 二 次 曲面 的 一 般 方程 为 
/(х»у,&)=ацх*++аву*+аз<*+-2ал»ту+ anzz + 2anyz 
Fauztauy+aus+au=0, 018) 
其 中 (i ,j=1,2,3,4) 是 实数 . 
为 了 便于 判定 以 一 般 方 程 给 出 的 二 次 曲面 的 类 型 ,下 面 借助 二 次 型 理论 研究 如 何 把 
一 个 二 次 曲面 的 一 般 方程 化 为 标准 方程 , 即 在 К? 中 适当 选取 新 直角 坐标 系 ,使 曲面 (18) 


在 该 坐标 系 中 的 方程 为 标准 方程 - 
令 
ап а: ау т aw 
m m. 
u 4» ay. з 
其 中 mu 一 ai,j 一 1,2,3), 则 (18) 可 以 写成 
[O0 X! AXtv' X +au=0. a9 
设 实 对 称 矩 阵 A НЕШ Aa vAn ЖБЕК E TE SEHE GL E 
Ри P: Pu 
NIS NE ү 


Los 


pa Раз. 
作 正 交 线 性 变换 

z [z'1 

sema = y n 

J Ll 

其 中 

Гры Pis Pw] E 
P-O,. PSP; Pals 1 
ры Ра Pal z 
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方程 (19) 化 为 
f(X)=X' AX+v X taa 
=(PY)'ACPY)+u' (PY)+au 
=Ү' (Р' АРУҮ+@' P)Y +au 
=z IA Аа Ha'u x’ +a y! +a z! +аа=0. 
ic^ 
gi vy! s!) Aa Ау Аа +a, x! +a, y +a = 十 au 一 0 (20) 
这 样 ,在 К? 中 坐标 原点 不 变 ,以 4 的 标准 正 交 特征 向 量 P, ,P:,P; 为 基 , 那 么 方程 
(18) 化 为 方程 (20). 
现在 分 四 种 情形 讨论 : 
1. 假定 矩阵 A 的 所 有 特征 值 ha ,ja 都 不 等 于 零 , 并 有 相同 的 符号 . 对 ( 式 20) 进 行 
配方 ,可 得 
AG" + i» TAG + *AGUET 


а = & 2i iw ET —au)=0. 


АС" +з IDEA! UR EV AG + SID'- det. (21) 
再 作 平移 变换 


得 
A ADI At ed. (22) 
对 此 又 可 分 以 下 三 种 情况 : 
OMR hj,h( 同 号 ) 与 4 异 号 ,那么 不 存在 实数 点 (z,y,z) 满 足 方程 (22), 称 此 曲 
面 为 虚 椭 球面 . 
OMR d=0, 那 么 只 有 点 (0,0,0) 满 足 方 程 (22) , 称 此 椭 球 面 为 退化 的 . 
OMR 1,2,2, $5 d 同 号 ,那么 方程 (22) 可 化 为 椭 球 面 的 标准 方程 


d 
e AC 

2. 假定 矩阵 А 的 所 有 特征 值 都 不 等 于 零 , 并 且 它 们 中 一 个 的 符号 与 另外 两 个 的 符号 
相反 . 不 妨 设 А>0,А:>0,4<00Ж MER, и] Ж {ШИ Ёё). 此 时 方程 (20) 也 可 经 平移 变 
换 化 为 方程 (22). 再 分 三 种 情况 : 

OF d>0, 方 程 (22) 可 化 为 单 叶 双 曲 面 的 标准 方程 


= 


其 中 
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其 中 a=, 
@# 4=0 时 ,方程 (22) 就 是 二 次 锥 面 标准 方程 

= 
а 


y z 
-E-h-e 


OË d<0, 方 程 (22) 可 化 为 双 叶 双 曲 面 的 标准 方程 


其 中 


3. 假定 矩阵 A 的 特征 值 只 有 一 个 是 零 , 不 妨 设 20,120, =0. 此 时 方程 (20) 可 
经 平移 变换 化 为 


Aix! Aya! uz d, (23) 
其 中 Pars тн 
4A,  4À 26 
再 分 两 种 情况 ; 
OMR ax 一 0, 则 方程 (23) 就 是 
Ат'+%у'=4. (24) 
f A And 同 号 时 ,方程 (24) 化 为 椭圆 柱 面 标准 方程 
й. 
a ' 


ASA ELS d FR IM КЕРЕЗ Gri y ORE E (HO ЧАА 同 号 , 且 4=0 
时 ,方程 (24) 的 图 形 为 新 坐标 系 中 的 = OA AS SES BL 4=0 时 ,方程 (24) 的 图 形 为 相 
交 于 三 轴 的 两 个 平面 ; 当 A.A 异 号 , 且 d 关 0 时 ,方程 (24) 可 化 为 双 曲 柱 面 的 标准 方程 


或 者 


OMR a, £0, REB RISE A HA m ma Gm C ELLE RARE 


能 化 为 
Атї+му'=ак (a--a #0). (25) 


34 4,4, FI FRY, r FE (25 4 A JE tp R к ЕЛУ FE 
r= Gu HS». 
эщ ASA 异 号 时 ,方程 (25) 化 为 双 曲 抛物 面 标准 方程 
TOY. (qM). 
4. 假定 矩阵 A 的 特征 值 hz, 中 有 两 个 为 零 , 不 妨 设 Ae0,.k = A= 0. 再 分 四 种 
情况 : 
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@ax=wxs 一 0 时 ,方程 (20) 可 化 为 
Am=d4, 
Ad 同 号 时 ,其 图 形 为 两 个 平行 平面 ;hj d 异 号 时 ,没有 实 点 (z,y,=) 满 足 该 方程 1d 一 0 
时 ,其 图 形 为 新 坐标 系 的 y O = 坐标 面 - 
Q' 450,2! sx=0 时 ,方程 (20) 可 化 为 
Az +a, у=0, 


进一步 可 写成 抛物 柱 面 的 标准 方程 


zi—2py. 
@а'.=0,а' 750 时 ,方程 (20) 可 化 为 
Ara 2=0, 
进一步 可 写成 抛物 柱 面 的 标准 方程 
y=2pz. 
@а'ызё&0,а' +0 时 ,方程 (20) 可 化 为 
Az t pytqz-0, (26) 
pala %+0,4=аъ 550. 对 方程 (26) 再 作 正 交 线性 变换 
1 0 0 


T 
0 р/р ql pF B 
0 ~a IFFT РМР. (5 
Ji OMEN AZ pq y 0E JH Z'=2p' y CBE c li - 

@ 13 讨论 方程 

Jrvyz) 一 6z? 一 2 十 6z? 十 4rx 十 8r 一 4 一 8< 十 a 一 0 


6 0 8 

0 6 —8. 

АЕА | = Q--2)(4—41)4—8) à 784A 74.4,— —2 A 的 特征 值 . 分 别 求 A 

的 属于 特征 值 8,4, 一 2 的 特征 向 量 ,并 将 其 标准 正 交 化 (对 此 题 只 需 将 其 标准 化 即 可 ) ,得 
4 的 标准 正 交 的 特征 向 量 : 


[z z 


2 2 [o 
P=| о |, P,=| 0 |, Р,=|1|. 


b 


的 图 形 类 型 . 
解 记 
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42 v 
2 ЕГЕ 
Р=(Р,,Р,,Р;)=| 0 0 
xz _ 41 
2 2 
在 正 交 线 性 变换 
a x 
Ë zd 
下 , 原 方程 化 为 
Sz! +4y' ?一 2= 十 8 VZ y! —4с' +a=0. 
配方 得 
Ва FAC 十 V2 Y —2(' 1) —6—a. 
再 作 平移 变换 
т) fe 
ipe] 
z] W+ 
得 


8z: 十 4 六 一 2 一 6 一 a. 


@ 当 a=6 时 ,方程 可 写成 


-It 


其 图 形 为 二 次 锥 面 . 
ODM a<6 时 ,方程 可 写成 


其 图 形 为 单 叶 双 曲面 . 
轿 当 a>6 时 ,方程 可 写成 


其 图 形 为 双 叶 双 曲面 . 


YEH A 


1. ШЖ ЖЕЙК Ж ,并 求 出 这 些 二 次 型 的 秩 : 
(1) f==+4ry+4y'+2r=g+. 
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(2) f=r +y Tz — 2ry—4rz—4yz; 
(3) Јах aio xi 2xizi блә Aziz —2rir rra 
2. HRP FFI KH RETE ER h Pr Ht PEE Ж FE TER . 
а) feabb6ziri блі Arr Ard 
(2) f==wr-Fzazrm 
3. 用 初等 变换 法 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 ,并 求 合同 变换 矩阵 C. 
G) f=4rl+2zi+zi—2ri+4rr:4rnz—irrchinay—4rar anra 
(2) f= x; nz лл. 
4 用 正 交 变 换 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 , 并 写 出 所 用 的 正 交 变 换 . 
Q) 7 一 4 好 十 4 好 十 4z3 十 4zizz 十 4zizs 十 47sT3f 
(2) /=2zl+3rl+3ri+4ra- 
判断 下 列 二 次 型 是 否 是 正定 二 次 型 . 
(1) f=2rlr6zi+4z1—2rri ria 
(2) /=х}+3х}+9л{++19л{—2лут›+4луту—бльт,—12лут,+2ллу. 
6. 求 下 列 二 次 型 中 的 参数 ,使 二 次 型 正定 . 
(1) 5л{+х}-+гл{+-4лул,—2лулу—2лл 
(2) abri 32i trir 2n. 
7. ЭРИНЕ A 是 正定 的 ,证 明 : 
(1) 47! 是 正定 的 ; (2) kAGDOBRIERERM. 
8. 设 实 对 称 阵 A 是 正定 的 , 试 证 24 十 已 是 正定 的 . 
. 设 4 是 实 对 称 矩 阵 , 试 证 当 人 充分 大 时 ,矩阵 A 十 kE 是 正定 的 
10. 设 二 次 型 


E 


SOEX АХ Date 22 лы, 
(1) Sil F(z) 在 正 交 变换 下 的 一 个 标准 形 ; 
(Q 判断 了 是 否 正定 ; 
(3) HM n=2 时 , 求 正定 阵 有 ,使 A= B. 
1. RA, BEE n NEARE, B 4 5 B 的 特征 值 完 全 相同 , 试 证 存在 正 交 阵 C, 
使 AC=CB. 
12. 设 4 是 ” 阶 正定 矩阵 , 试 证 
1А+2Е|>?. 
13. 设 4 тхл 实 列 满 秩 阵 ,证 明 A A EE. 
14. 指出 下 列 方 程 在 平面 直角 坐标 系 与 空间 直角 坐标 系 中 各 表示 什么 图 形 - 
a) m+y-2y=0; 


(2 х*=2у; 
(3) 4z 十 2y 一 1; 
一 5 十 1 
ay 
y-2:—3. 
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15. 将 хОу 坐标 面 上 的 双 曲线 15 —9—36 分 别 绕 z SER. y 轴 旋转 一 周 , 求 所 生 
成 的 两 个 旋转 曲面 的 方程 . 
2 十 六 


16。 RAFF знаная 777 egg. 


17. Ж +y += 与 平面 + 十 < 二 1 的 交 线 在 rOy 面 上 的 投影 的 方程 . 
18. 将 下 列 曲 线 的 一 般 方程 化 为 参数 方程: 


а) 人 (2) [ay (+104, 
у=2; 2=0. 
г =асоѕӣ 
19. 人 人 
z=b0 
20. RRM =r +y, CORDES REGES. 
1. RAR L = T = T е 轴 旋 转 所 生成 的 旋转 曲面 的 方程 


= 
22. са, 
у= 


.为 准 线 的 锥 面 方程 


2 


23. нщ "^3 0 所 表示 的 曲面 是 由 zxOy 面 上 什么 曲线 绕 什 么 轴 旋 转 而 成 的 - 


24. 指 册 下 列 方程 的 图 下 是 什么 和 而 ， 
(1) 16zz 十 9y? 十 16z? 一 144; 
(2 z=(y— +r; 

(3) 4c —4y +362 — 144; 
W з= ор: 
(5) m'+4y'—=+9=0; 


(6) == /TF 
(D m+2y—s=0 
(8) == лу. 

25. 指出 下 列 方程 所 表示 的 曲线 : 
atq у*+'=25 
т=з 
2-4 + 9= 36 

(2 бех 
y=1; 
АЙЕЛ» 
à ү ر‎ + = 25 
12-38, 
?十 zz 一 4z 十 8 一 0 
a p 3 
y=4; 
yos. 
(5 419 M 
xz 一 2 一 0. 


26. 画 出 下 列 曲面 围 成 立体 的 图 形 : 
“181， 


(QD 2r+3y+6z=6, r=0,y=0,z=0; 
(2) з= Vi 一 到 一 大 ,= 一 0; 
(3) m+y—s+1=o, 
(4) y==,y=2,z= 
27. BALA fori 
лол) =1 表示 何 种 曲面 - 
28. 用 正 交 变换 和 坐标 平移 将 下 面 二 次 曲面 方程 化 为 标准 方程 : 


ritari rit 8ra Ariz Arrt 6r Hr: +62 — 5 


Эл + 52 + 3203—2231: 6xizi буту, f] f Gris 
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综合 练习 100 题 


一 填空 题 


1. 设 A 是” 阶 矩 阵 ,满足 44'= 下 ,141<0, 则 14 十 媚 — А 
2. 车 4 阶 行列 式 D 的 某 一 行 的 所 有 元 素 及 其 余子 式 都 相等 , 则 D= 
3. 在 一 个 阶 行列 式 中 ,如 果 等 于 零 的 元 豪 多 于 * 一 n 个 ,那么 这 个 行列 式 D= 


4. Bk АЖтхл@ ,ВЖ#лхт# ,# mmn MABI S _ 
5.3⁄ n ЙЛ A.B 满足 AB=B,|A—E|=0,W) B= _ 

6.3 п ЙЛ A.B WWE A+ AB=E ,  А+ВА= 

7.3 п yB A,B,C WWE АВС=Е, ВАС = 

З.Ж A.B RE 阶 方 阵 ,14|=1,18|= 一 3, 则 |34*B = __. 
9. 车 阶 方 阵 A WE [А1=0,4' 560, RE CAD = 


ТА B 
10.3k AB EMA n ИЛЛЕ, ЛАВІ 14-8162, 6 |” 
idc 
11. 设 和 矩阵 A= 0 2 jma- 5 
0 0 3. 
о aj 
12.4 Ж т ОЕ В 为 BEER LA mas BI SR C = 


13. E. a bsc 都 是 单位 几何 向 量 , 且 满足 a * bb сета 3. Матье 


14.8 4 为 3 阶 方 阵 , 其 特征 值 为 3, 一 1,2, 则 14+EI=_ 00 
1 |t 0 0 0 1] 
0 1— 0 01| 
0 1-1 0 1, 则 R4)= u 
ооо 1-1 » 
— 0 0 0 la 
16. & &l n ЛЖ A 的 各 行 元素 之 和 都 等 于 0, 且 КСА) 9n — 1,8 4X 一 0 的 通 解 为 


17. 矩阵 4。.。 的 秩 为 ~, 则 4X 一 0 的 基础 解 系 一 定 由 个 线性 无 关 的 解 向 量 
HR 


+ 183- 


18. 车 矩阵 A 满足 ASA W 4 的 特征 值 只 能 是 或 X 
19. ШЖ £— (1,1. 0 "是 方 阵 


的 一 个 特征 向 量 , 则 a = „= E 
20. 已 知 4 与 8 相似 , 且 s-[ НЕЕ 
21. Gl 4A、: 的 特征 值 为 1,2,3, 则 |4-! 十 4* |= 
22. 已 知 2 是 A 的 一 个 特征 值 , 则 142: 十 4 一 6E| 一 
23. U A Fë n Kr PI Bê E PE, a, B JE n EFM KR, 2А 'a=0, JJ af 4 的 特征 值 为 


24. # n WEE A 的 行 向 量 组 线性 相关 , 则 一 定 是 A 的 一 个 特征 值 . 


25. на [101507227 的 单位 方向 向 量 为 。 
z+y—z=0 


26. 已 知 


2 

4 

i2 

l8 1 

Aus Aa Aus А, D FR 4 1725Ж КЖЕ CU Aa AG T'ASTA = : 
27. 设 4 为 2 阶 方 阵 ,43=0, 则 A= 

28. 若 两 个 非 零 几何 向 量 a,b RE la +b| = la—b|, A a 5 b ЖЯ 6= _ _ 


D= 


= = 
о > oo 


о ч =» с 


х+2у——6=0 
на то LI í 
iiis -e+= 
s. | +у*+%—12х+4у—6+24=0 的 半径 к= 
2z 十 2y 十 = 十 1 一 0 
二 ,选择 题 
1. 设 元 齐 次 线性 方程 组 AX =0 的 系数 矩阵 4 的 秩 为 , 则 AX—0 有 非 零 解 的 充 
要 条 件 是 (。). 
(А) r=n; (B) 4 的 行 向 量 组 线性 无 关 ; 
(C) A 的 列 向 量 组 线性 相关 ; (D) A 的 列 向 量 组 线性 无 关 - 


2. it A i mXn ER, AX =0 是 非 齐 次 线性 方程 组 AX = B 所 对 应 的 齐 次 线性 方程 
组 , 则 下 列 结论 正确 的 是 ( ). 
(А) # AX=0 只 有 和 零 解 , 则 4X 一 8 有 唯一 解 ; 
(B) # AX=0 有 非 零 解 , 则 4X 一 6 有 无 穷 多 解 ; 
(C) 车 AX=B 有 无 穷 多 解 , 则 4X 一 0 有 非 零 解 ; 
184. 


如 果 


则 一 


(D) 4X= 有 的 任 两 解 之 和 还 是 AX — 8 ЮЖ. 

3. 设 非 齐 次 线性 方程 组 AX B 的 系数 行列 式 为 零 , 则 ( ). 

(A 方程 组 有 无 穷 多 解 ; B) 方程 组 无 解 ; 

(C) 车 方程 组 有 解 , 则 称 有 无 穷 多 解 ;〈D) 方程 组 有 唯一 解 . 

4. 设 4 是 严 Xn 和 矩阵 ,对 于 线性 方程 组 4X 一 6, 下 列 结论 正确 的 是 ( ). 
《A) 车 4 的 秩 等 于 m, 则 方程 组 有 和 解 ; 

(B) # 4 的 秩 小 于 n, 则 方程 组 有 无 穷 多 和解 ; 

(O # 4 ЮТ n ДУН E-E; 

(D) 3$ m>n, ДУНЕ. 

5. 设 5 阶 方 阵 A 的 秩 是 3, 则 其 伴随 矩阵 A ` 的 秩 为 ( ). 


(A) 3, CB) 4; © 0; (D) 2. 
6. 设 A en BEE n>2, A" Ж A 的 伴随 矩阵 则 下 列 结论 正确 的 是 ( ә. 
(A) AA°=|A|; (В) #|А|5&0,|А' 1550; 

O A = АТ» (D) RARA). 

7. 设 A、.B 是 nn 阶 方 阵 ,A 非 零 , 且 AB=0, 则 必 有 ( D. 

(A) B=0; (B) BA=0; 

(C) (4+B):=A:+B:; (D) 181=0. 

8. 设 有 两 个 平面 方程 


m: ar 十 by 十 cuz 十 四 一 0 
ma at thay tcz +d,=0, 


[a 5 à 

B b je 
定 有 ( D) 
(A) m 5 n GS (B) m 与 x, EK: 
(C)m Уул, ЖА; (D) я, 与 m 相交 . 


9. 设 A Jg n MERE A 4 的 一 个 特征 根 , 则 A 的 伴随 阵 A* 的 特征 根 之 一 是 
). 


СА) x75 (B) alal: 

(QA (D) АТ А1. 

10. n 阶 方 阵 4 有 个 不 同 的 特征 值 是 A 与 对 角 阵 相似 的 ( 0. 

(A) 充分 必要 条 件 ; (B) 充分 而 非 必 要 条 件 ; 

(C) 必要 而 非 充 分 条 件 ; (D) 既 非 充分 条 件 也 非 必要 条 件 . 


11. BA n MFE A 与 某 对 角 阵 相似 , 则 ( ). 
(A) AF n 个 不 同 的 特征 值 ; 
(B) A — EE n ПЗЕ: 
(C) 4 及 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ; 
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(D) 4 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 正 交 - 

12. 下 列 说 法 正确 的 是 ( ). 

(A) 车 有 全 不 为 0 HOR kiskis k. 使 所 ai 十 … 十 和 an 一 0, 则 向 量 组 ossa, 线 
性 无 关 ; 

(B) 车 有 一 组 不 全 为 0 的 数 kirkes k. 使 得 Аа, 十 kzaz 十 … 十 ka 天 0, 则 向 量 组 
2,,2,,7* 0, 线性 无 关 ; 

(C) 车 存在 一 组 数 kiskis sku 使 ay 十 has 十 … 十 kam 二 0, 则 向 量 组 ara... a。 
线性 相关 ; 

(D) 任意 4 个 3 维 几何 向 量 一 定 线性 相关 . 

13. 设 4,B 是 nn 阶 方 阵 , 满 足 : 对 任意 z=(z1,z2,…,z,)' 都 有 X'AX=X'BX, 下 列 
结论 中 正确 的 是 ( 0. 

СА) КСА) = 0), A=B; (В) # A' =A, Jll B'=B; 


(C) ж B' -B.W A=B; (D) Ж A'— A,B' - B, RI] A= B. 
14. А,В 均 为 阶 正定 矩阵 , 则 

(A) AB ЕЖ; (B) +B iE 

(C) А-В ЕЖ; (D) kA 正定 . 

15. # АЖ л ИУ, АЕ, С). 

(A) А 为 正定 矩阵 * (B) A ЖЕЖ, 

(C) A^7'-4; (D) tr(A)=m'. 


16. # A,B Ж n OE PE, F 915616 rp НАШ С ). 

(A) # A,B RTA, M A'B ETA; 

(B) # А,В 都 是 实 对 称 正定 矩阵 , 则 4 十 B-' 也 是 实 对 称 正定 矩阵 ; 

(C) # A,B 都 是 正 交 和 矩阵 , 则 AB 也 是 正 交 矩 阵 ; 

(D) # А,В 都 是 实 对 称 和 矩阵 , 则 AB 是 实 对 称 正定 矩阵 . 

17. 设 4,B 是 nn 阶 方 阵 , 下 列 结论 中 错误 的 是 ( Je 

(A) # 4 经 列 的 初等 变换 化 成 妃 , 则 秩 (4) 一 秩 (B); 

(B) # 4 经 行 的 初等 变换 化 成 B, 则 4 一 一 B 

(C) # A 经 行 的 初等 变换 化 成 B.W 4X 一 0 与 BX=0 МЖ; 

(D) # А 经 列 的 初等 变换 化 成 B, 则 A 的 列 向 量 组 与 B 的 列 向 量 组 等 价 . 
un аг а; an an an 

18. # A= Ë an | ^ an а а | 


» an аы! ntan antar antan 


则 必 有 ( 0. 
(A) 4PiP: 一 B; (B) AP,P,=B; 
(C) P,P,A=B; (D) P;P,A=B. 
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19. 车 4A 与 8 相似 , 则 ( ). 


(A) AECA-AE-B; (B) 1АЕ+А|= |AE Bl s 
(C) А'=В'; (D) A^'— B^. 

20.3] А=Е, С D. 

(A) AE I; (B АЕ 9, 

(C) А+Е=0 R А-Е=0; (D) AE BE, A--E Жай. 


21. t 4 是 ” 阶 方 阵 , 下 列 结论 错误 的 是 ( ). 

(A) # 4 的 特征 值 全 不 为 0, 则 A TE; 

(B) d$ AX=0 只 有 零 解 , 则 A 可 逆 ; 

(C) A 可 逆 的 充 要 条 件 是 4 至 少 有 一 个 特征 值 不 是 零 
(D) A TRE RO TEE A AIEJE СА) =n. 

22. 实 二 次 型 /一 X' AX 为 正定 二 次 型 的 充 要 条 件 是 ( ). 
(A) /的 负 惯性 指数 是 0; 

(B) 存在 正 交 阵 卫 使 A=P'P; 

(C) 存在 可 逆 阵 了 使 A=T'T; 

(D) 存在 矩阵 В A= B' B. 

23. B JE m Xn KERE, A=B' B, WF PU £A ie rb HR REC » 
(A) 线性 方程 组 BX —0 RH FROA 正定 ; 

(B) #(B)=n@A 正定 ; 

(C) 巨 的 列 向 量 组 线性 无 关 拓 4 EE: 

(D) #(B)=meA 正定 . 

24. 设 A 是 nn 阶 方 阵 ,14|=a 取 0, 则 14A* 4 一 | 等 于 ( D) 


(A) as aq L, (C a7 (D) ar. 
25. 设 A,B 是 nn 阶 方 阵 , 则 必 有 ( ). 

(A) [A B^? | 9 |AL-IBI (B) (A+B) BF A75 
(C) (4B): 一 42B2; (D) 14'B1=1841. 


26. 已 知 甩 ,加 是 非 齐 次 线性 方程 组 АХ =8 的 两 个 不 同 的 解 ,6 ,6: 是 对 应 的 齐 次 线 
性 方程 组 AX =0 ЮА Ж, 为 任意 常数 , 则 方程 组 4X= ЖНС). 


OD && kt E, B дё + Gi +E) +E, 
(C) && FO т) T; (D) kiĝi +k, Gh — h) + О). 
Р cp ss 一 y=6 
nOGEEEHALc l-X-$-2:f96, [7 0775 wg ыр жс D 
1 @ Т 2542-3 


x x x x 
T ai Q3 a» Z. 


28.35 а 21,25 hs DL 都 是 4 维 列 向 量 , 且 4 阶 行列 式 |a, а, а, 81 | =m, [а о, B, os |= 
BU 4 阶 行列 式 |as о; а 8,+-8;| РС). 
(A) mni (B) — (m+n); (O m—m (D) n—m. 


(A) 
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29. n MER A 非 奇 异 (n 宇 2), 则 ( 0). 


СА) (AU =|А|?А; (B) (АЭ) АНА; 
(© (АЭ =lAF Al: (D) (A* = AFA. 
uy & 
s amm n чана A4 00 I S gar. 
s b 6 
Уха 1 
bibs 6-6 ` 
(А) 相交 于 一 点 ; (B) 重合 ; 
(C) 平行 但 不 重合 ; D) ik. 
三 ,计算 题 
-1 1 1 =1 
1 -1 -1 1 
.d - ‚Ж A A" |. 
1 设 4=| | | 1 | RA RIAS 
-1 1 1-1 
0 1 0 
2. 设 4= | 区 
b0 4 
OD abe 满足 什么 条 件 时 ,4 的 秩 是 3. 
(2) ac 取 何 值 时 ,4 是 对 称 和 矩阵. 
(3) 取 一 组 a.b.c 使 4 为 正 交 阵 . 
3. 设 有 三 维 列 向 量 
1+ 1 1 07 
z enl ,6= | 
1 | 1+ B 
a] A Before : 


(1) 8 可 由 ara, uas 线性 表示 , 且 表 达 式 唯一 ; 

(2) B 可 由 а.а, 线性 表示 ,但 表达 式 不 唯一 ; 

(3) 8 不 能 由 ara: sa; 线性 表示 . 

4. 设 3 阶 和 矩阵 А 的 特征 值 为 入 二 1,% 二 2, 为 二 3, 对 应 的 特征 向 量 依次 为 : 


Je 


B—-26,—26, 6. 


&- 


又 


ABO 为 自然 数 ). 
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5. 设 


D 求 4 的 特征 值 ; 
(2) 求 E 十 A! 的 特征 值 . 

2 
6. 已 知 a=(1,k,1)' 是 A= [ 


1 1 
2 ная 4 的 特征 向 量 , 试 求 常数 4 的 值 . 
1 1 2 


. 
7. 已 知 了 a 一 0, 求 实 对 称 阵 
ай+1 aa,+1 аа,+1 al 
аа+1 а}+1 aul axat 十 1 
аа+1 asaz 十 1 aj+1 аа,+1 
аа +1 aaz 十 1 atl а+1 


的 全 部 特征 值 . 
8. 已 知 线性 方程 组 


а) [m Fats asr +аці,=0 


ant tant tant; agr =0 


的 一 个 基础 解 系 为 
h ы 
b: bx 
2 “ы 
d " 
试 求 线性 方程 组 


Фау buys bays buy 


а) | 
Фау бау Быу Бау 0 


的 通 解 . 
9. Bacon 
а à; a, ar 
a а ar a |_ 
а a+r а а, mé 
aro a а а, 
3 2 — 
"aa “Í i| иза энин memene earar ия 
4 2 一 
阵 ,并 求 出 一 个 P 及 相应 的 对 角 阵 A. 
101 
пале 2 этана arse 
101 
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12. 已 知 将 3 阶 可 逆 阵 4 的 第 2 行 的 2 倍加 到 第 3 行 得 矩阵 BoR ABC. 
13. 设 有 线性 方程 组 (a,6 不 全 为 0) 
aritbrt+brs=0 
E +azr,+br,=0 
bz, +br:+ar;=0. 
(1) ab 为 何 值 时 方程 组 有 非 零 解 ; 
(2) 写 出 相应 的 基础 解 系 及 通 解 ; 
(3) 求解 空间 的 维 数 . 
14. 设 二 次 型 f=ri eri eri arre Dbrers 221, BERBER X=PY 化 成 f= 
yj 2y8 ДР X = Ganz Y = Су, у, y P 是 3 阶 正 交 矩阵 , 求 a.6, 及 满足 上 述 
条 件 的 一 个 P. 


z+y—s—1=0 
15. 求 直线 hi: 


2z 十 ?一 > 一 2 一 0 
2z 一 ?十 z 一 1 一 0 
anar Р p 在 平面 :z+2y 一 < 一 0 上 投影 的 方程 


17. BERE 4 与 8 相似 , 且 


z+2y—z—2=0 
Lu 3: 
(ао i 


0 


pori 2 0 
2 4 -2|,8=|0 2 0 
0 0 4 
值 3,2 的 特征 向 量 . 


—3 —3 a. 
3 
0 | 分 别 是 4 的 对 应 于 特征 
1 
(1) R A 的 属于 特征 值 一 2 的 一 个 特征 向 量 . 


(2) 求 正 交 变 换 X 一 PY 将 二 次 型 一 X AX 化 为 标准 形 . 
19. 已 知 二 次 型 /= 5zji 十 5zs 十 cz 一 2rir 十 6rizs 一 6zzs 的 秩 为 2, 求 c 及 此 二 次 型 
对 应 矩阵 的 特征 值 ,指出 Gn зоол) =1 代表 三 维 几何 空间 中 何 种 几何 曲面 . 


A= 


(1) ab й, 

(2) 求 一 个 可 逆 阵 尸 使 P'AP=B, 

0 
£ 
0. 


18. 已 知 3 阶 实 对 称 阵 4 的 特征 值 为 3,2, 一 2, | 1 | 及 


20. 设 有 数列 a= 0,a =1 ,a2= ao +a a= a: +a a, Ean- a,-72 t OR аюв. 
四 、 证 明 题 
1. 证 明 
69 
1 6 9 
D,= D e 一 (mn 十 1)3” (Cn 为 自然 数 ). 
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2. 设 A 为 2 阶 方 阵 ,证 明 : 若 存在 大 于 等 于 2 的 自然 数 亚 使 4 一 0, 则 А?=—0. 

3. 若 A,B 为 n 阶 矩阵 ,证 明 :车 E 一 AB 可 逆 , 则 E— BA 也 可 逆 . 

4. B A,B п MERER, IER AB 的 特征 值 全 大 于 0. 

5. 设 A 为 n 阶 方 阵 , 试 证 : 

(1) # Ata=0 Н А*аз&0,Й Aa, A ta,…,Aasa 线性 无 关 ; 

(2) A"*'z—0 的 解 一 定 是 4"z 一 0 的 解 ; 

(3) КСА") = ВСА"). 

6. EAD [5] Ж#Н аа, ran (MSD REEK, Ш 8, = о, i-a, B; а-а, 
B. =a +k. a. B.= a. 线性 无 关 . 

7. W asa an 线性 无 关 ,m 为 奇数 , 试 证 B, =a, +e, B. 2,72, 
ans B, 77a.) 线性 无 关 . 

8. Wt n WERE 4 hY n ЈЕ а, за, еа, л ЗЕРЕ B йл У Ж а, Бага. 
5,7752, аза, +a КСА) =n. 问 齐 次 线性 方程 组 BX 一 0 是 否 有 非 零 解 ,证 明 你 的 
结论 . 

9. 设 n 阶 方 阵 A 有 nn 个 互 不 相同 的 特征 值 , 则 存在 a 使 a,Aa,Aa,… ,A"'a 线 性 无 
xXx. 

10. # 4 HEIFER LA? —0, J 4 一 0. 

11. Ж A JE n Br XC B ERR >0 时 ,AE 十 4'A 正定 . 

12. B A Ж m Xn KERE ШЕ ER CA A) = RCAAD = КСА). FEKI A 是 复 矩 阵 
时 ,结论 未 必 成立 . 

13. 若 任意 维 列 向 量 都 是 阶 方 阵 4 的 特征 向 量 , 试 证 4 一 定 是 数量 阵 . 

14. 设 A 是 n 阶 正定 矩阵 , 试 证 :存在 正定 矩阵 BB 使 A=B*. 

15. 8 o JE n EPRI EN E- Fea 为 正 交 矩阵 

16. 设 方程 组 AX=0 的 解 都 是 BX —0 的 解 , 且 КСА) = КСВ), RIE AX=0 5 BX= 
0 同 解 . 

MR A n BOTE A= Dueb s 维 列 向 量 B= | 


(В), AX — £f f 

18. a sb 是 三 个 不 共 面 的 几何 向 量 ,dE A 使 

d=ra+yb+=c,z,y,z€ R. 
[adc] [abd 

ibo fige] >= [sac] = шет. 

19.8 ALB 是 两 个 阶 正定 矩阵 ,车 А 的 特征 向 量 都 是 有 的 特征 向 量 , 则 AB 正定 . 

20. t 21,2), 7,0, 是 齐 次 线性 方程 组 4X 一 0 的 基础 解 系 ,向 量 8 不 是 AX 0 HE. 
试 证 向 量 组 pfta pHo Pe MERX. 


А В 


g a X КОА) = К 
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习题 参考 答案 


习 


(1) 3; 
(3) i=8,j=3; 

(1) 117(—48); 

(3) о; 

z 

(1) 120; 

QD abed; 

(3) т-а) [r+ Qi—1)a]; 
(5) a^ —a77t 


(Da=— 


(71,573; 


(1) z= —25,2,—34; 
х“'(т+1). 


(3) (16); 
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D 二 ao 一 Di 
(4) i—3,j—6. 
(2) 4313100; 
(4) 4abcdef. 
(21. 

(2) р. 
(2) —9; 

W faat; 
(6) (=2). 


(2) ia x; —b. 


(2) 09 


ZN 9b au s o o 


E 


6. 


(7) 


a) 


(3) 


(3) 


(6) 


kian ka 
kan 
зан 
AT Hant: арту 
Zi Раз: Hants. 
m 


bans 


Ais 


ac 
0 Е Af, 
0 


S 
coooon 


0 


Oxa n>3 if; 


3 4 
mofi M 一 24 一 1 时 ， 


SUE, n=2k 时， 


一 1 
36; 

cR. 0 
13 = 
2 3 ج‎ 
«67 9: | 


M| 
cos} 


cos 


一 sing 


(6) 


(8) 


(2) 


(4) 


(6) 


(2) 
a) 


(2) 


ч) 


[han 


Lkian 


SA 

0 11 

Ë мап 

о 1 na |} 
0 了 


La 2 4 
N 

še. 

п 0 —2 -s 

|o 1 一 4 zd 

оо 1 ji 
wo 0 1 

[3/4 1/2 1/4] 

[1⁄2 1 2l 
lia 1⁄2 3/4) 
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2 一 ЕР 
9. а [ 2), D [ UAE: ] 


0 8 —8/3 5 一 2/3 
+ + ° 
1 1 ri 
e [aol оез €l 
iol 
2 о 0 
10. Е 2 o| 
0-1 2 
о о 
11. eB 0 中 
6 —1 —1 
12. R(A)=3, R(B)=2, 
1,35 z=2 B y=6 Rf 
RO 2,34 r=2 Н y=6 Bf ROD 2,3 a+b+c=0 8 
2,23 2242 H y=6 Bf 3, 当 a 十 6 十 c 天 0 时 ， 
3,4192 B y=6 8, 
1 0 0 0 
— 1 0 0 
18 1-2 1 o 
0 1— 1 
—2 0 1 0 0 
15. (QD | 0 -1 中 2) Ë. 4 中 
0 0 —2 1 0 0 


16. саналт rasa E). 
lo 


cos 19 —sin 17 
3 3 
22. 2 . 
"LEE: 
sin 3 со: 3 
з” 00 о 
0 50 о 
23. : 
o о 1 tæ- 
3 
0 о 0 4" 
26. (D 16; (2) 16; 
1 
Gan o i 
27. 40. 
30. (та. 
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习 题 = 


0. 
1 1 1 1 
ab) (a+b), 0-а), = (a+b). 
2.53. 
„Ж 
2 
а) Ff, (2) 0,28,агссоѕ 
(3) (—3,6,5),0; (4) arccosl=0. 
1 
D 3 Qo 
21.2 
[i 3] 
ick sit Lie jl 
Bg 
4. 


3z 一 7? 十 5< 一 4 一 0. 

T 十 y 一 3z 一 4 一 0. 

(1) yOz 坐标 面 ; (2) 平行 于 20: 面 的 平面 ; (3) 平行 于 xz 轴 的 平面 ; 
(4) 通过 y 轴 的 平面 ; (5) 通过 原点 的 平面 

z—4_y+1_z:—3 

z 3 


ls 
一 2 


16r—14y—112—65-—0. 
r—ydczz-0. 
zi y—2 
1-2 
r—3ycbzd2-0. 
16 
s, 


m—arccos 27. 


2 
是 ,是 ,(0, 一 3,0). 
(1) 4,—1; (2) mn 一 m=4, 不 唯一 (3) mn 十 2m 一 4n 一 8 二 0, 不 唯一 ; 


(4) gcarccos i 


GD я=% (2) n=—Ê, (3) amsnl, (0 C—838,—20. 
r-—z24. 
D Ff: @ EH: G) 直线 在 平面 上 . 
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адаан а 
4z 一 y 十 = 一 1 一 0. 
32. (3,3,3), V2. 


33. 
34. 
习 题 四 

1. (—1,—15,—13,—10)'. 
4 (1) 线性 相关 ; 《2) 线性 相关 ; 

(3) 线性 无 关 ; G) 线性 相关 ， 

(5) 线性 无 关 ， (6) 线性 相关 . 
5 (1) X; (2) X; 

G vi ч) X; 

© vi (6) X; 

O0 X; (8) X. 
13. ax1Hasx1—n. 
15. (QD 3; (2) араг а RE); 


1 


(3) aaa —2),2,2 la, — La, 4- Las. 


CREE ШШЕ! 
18. V, RV, RR. 


—27 一 71 —41 
19. (2 9 20 9/5 


4 12 8 
[—53 19 31 
e азл,-1›, [-39,-31] 
29. 3. 
/,2) [ vino] [- 19/5 
эю. 72 — 00 V10/5 
op egi У1б/10| 
0° 10/5. Vno] 
7] 题 五 
1. (1) 有 唯一 解 ， (2) 无 解 ; 
O HARDER: D xf. 
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1 d 9 
O 中 il ++ |, | ,为 任意 常数 
Si 一 1 
а) а=—1 В 250; (2) а%—1. 
а= +1. 
4 ] 
O RT ,为 任意 常数 ， [un al 人 为 任意 常数 
3 2 
[-2 1 
ыт. = 
3) А К +h 0 hh 为 任意 常数 ; 
0. 9. 
r8 -7 
W h 8 + К ， koke 为 任意 常数 . 
0) 1 
ru 1 m 
2 of nj 
а) А o|** 21+ o | hs MEER: 
0. 0. oJ 
1 1 
Da E i 以为 任意 常数 ; 
oJ 0. 
з р 
МИЕ v 
(3) | |+ NE (4) |5| + 10] ,为 任意 常数 . 
网 y 7| 1м 
لما‎ La jj 8] 
mora 
"EP 为 任意 常数 . 


十 qs 十 qs 二 0 时 有 解 ,k|1 J | 
1 


EN 


ERER 
| ШЕ Л ЕН 
0j L lo. 


4 一 一 2 НЖЖ . 


16. 当 a 一 2 十 c 一 0 时 ,三 条 直线 交 于 一 点 , 当 a 一 25 十 c 天 0 时 ,三 条 直线 两 两 相 
交 , 但 没有 公共 交点 . 


习 题 六 


0 
1. 0) 2,2,2, ЕЕ 
0. 0. 


1 —1 
《2) zaaf ih „ ноо, 


2 
2. taansa | | 


4. 
9. 
10. 
"s -2 _2 
s 0-3-3 
i 2 2 
9 3 3 3 
1. A= 2 2 1 B 
з, ооз 0 
2 2 k 
3 3 0 3 
A"-E,. 
12. (D |АЕ—А|=(4—1)(4—2)‹4+1); (2 1,2,—1; 
(20 —2; (4) 2; 
(5) 3. 
4 
13. (0—4,—6,12, A 一 6 ; 
1 
1 1 
02) —-bb-y: (3) 288. 2 
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wt ai МИ 1-45. 1 45—1 
15. ا ر کےا × 3 > 1) چ = ہے‎ FC 1 3 × 205) × 
REE ETE 
2 md. 2 
16. 约 540 万 . 
习题 七 
1 0 0 1 0 0 
x L: NI [; jJ h MEL 
3. (6,51. 
111 
5. (QD јот 2|; (2) 1,z 一 1,z 一 z 十 2. 
0 0 1 
6. (1) 当 wm=0 时 ,-er 是 线性 变换 ; 
当 m 天 0 时 ,x 不 是 线性 变换 . 
(2) 是 ; (3) ж. 
7T. (1) 将 zOy 上 的 点 映 成 关于 y 轴 对 称 的 点 ; 
(2) 将 Oy 上 的 点 投影 到 工 轴 上 ; 
(3) 将 Oy 上 的 点 映 成 关于 直线 y=r 对称 的 点 ; 


(4) 将 Oy 上 的 点 先 映 成 关于 y 轴 对 称 的 点 ,再 映 成 关于 直线 y= r 对 称 的 点 
《或 顺 时 针 方向 旋转 90°). 


46 29 _69 
HESSE: М А B 
9. (1) 2 0 –1|; (2) -7 -7 7l 
ES: =1 oc ox 
7 7 7 
1 3 6 
10. = c) 0 
1 0 2. 
z= i» +» 
2 = —7у1—4у.+9у3 
11. (1) 4z;=6y+-3y:—7y; ; (2) 4n- ,ورک بو‎ 
хә=Зу+2у:—4уз 1 1 
= фуу 
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јал 


2 让 [z 
4 Ji 
2 


ШИ esol 
1 ii 


1-1 -2 fr 
(2) ient 1 E ,RCD 一 3; 


-2 —2 -jk 
poi npe 
-1 1 3 -2||z 
G) f=GozozozO $00. 1 ° в 
-1 -2 0 Ш 
2. (QD /=у—4у}+9у, (2) Ј=:{—2{ 
5 
zy ot 一 3 -il z; s ТҮ. i 
ses mg 
Я zs о 0 
оо 1 


3. а-ну 


3 
C= 44 UE e: (不 唯一 ); 
0 0 1 0 
| 1 - o 
(2) 1-31-04, 
MEL MO 
6 1-1 (不 唯一 ). 
to 0 1. 


4 (0D /=2y+2y+8yi, 


(2) f=2yi tyi t+5y. 
+200. 


5. 
6. 


10. 


n 0 0 
т] v2 м2 |[>] 
о Z У 
n 2 2 jfa- 
J| -Æ لاچ‎ 
2 4 2 
(1) 正定 ; (2) ЕЖ. 
а) >2, Q 
а› Тонн tl (2) 正定 ; 
КУ E | 
1 ç 


V6 一 V2 6-2. 
CO) 圆 , 圆 柱 面 ; (2) 抛物 线 ,抛物 柱 


47-96 2) 36; 
зу 6. 

асы 
z=0. 


3 
V2 


3 
一 一 一 cost 
YT 


z= cost 


Osten. 


z=3sint 
ipo ze t 
2-0; ep; 

+SS rmx yw. 
ay —e-1-0. 

FIOR 

a f=. 
Ту-:=0 


aaj # Or 轴 旋 转 得 到 . 


2 一 0 


— /2<< /2. 


Ha (3) 直线 ,平面 ， (4) 点 , 直 


COO FRE: (D) 椭圆 抛物 面 ; (3) 单 叶 双 曲面 ; 


© 双 叶 双 曲面 ; (6) Bd (7) 
(69) (2) WB; (3) HHA: 
特征 值 为 0,4,9, 椭 圆柱 面 . 


特征 值 为 Е Es: 
2 


二 次 锥 面 ; 
(4) 抛物 线 ; 


AG 2!) — 95! —36. 


(4) 
(8) 
©) 


椭圆 抛物 面 : 
SE. 
双 曲 线 . 
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综合 练习 100 题 参考 答案 


— Jitzs 
1. 0. 2. 0. 3. 0. 
4. 0. 5. 0. 6. E. 
TE в. 一 3 9. n—1. 
pie Moe t 
6 6 6 
10. 2. 11. | 0 11 12. (—1)™ab. 
‚2. L 3. . ab. 
l 
0 0 > 
当 a= 一 4 时 ,R(A) 
13.0. 14. 100. 15. 
当 a 天 一 4 时 ,RC4) 
16. A(1,1,…,1) ,任意 17. n—r. 18. 0 或 1 或 一 1. 
^ 
19. а= —3,6=0. 20. 30-DGA-D. 21. f. 
22. 0. 23. 0(n Ж). 24. 0. 
25. + 26. 0. 27. 0. 
z= 
28. = 29. n 30. 3 
122 a Маш Жаш W 
z-—5t. 
二 选择 
1. C. 2. C &c 
4. A. & € 6. B. 
7. D. 8. D. 9. D. 
10. B. 11. C. 12. D. 
13. D. 14. B. 15. C. 
16. D. 17. B. 18. C. 
19. B. 20. D. 21. C. 
22. C. 23. D. 24. C. 
25. D. 26. B. 27. C. 
28. D. 29. C. 30. A. 
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三 ,计算 
1. 2'A. 2. (1) азё25с. (2) a=1,b=c=0. (3) a 


3. (1) 40 B 5—3. (2) 4=0. (3) 4= 一 3. 
4 (223,223, 22-3, 


$ @)11,—5. (2) 2,2,4. 6. 1 或 一 2. 

š 
7. 02 30 4. Уа 8. kilan sawanan) Eb an sag sanan). 
9. z,—2;—2,—0,7,— —1. 


= =] ] 
10. ie 2 0 中 | =} |" 
1] 
° 0 0 
12. |0 1 oj. 


0 —2 M 
6520 时 ,或 p= 一 24a 取 0 时 ,方程 组 有 非 零 解 . 


)a 


13. € 


I 


=f Ë Е 0 
recon |e- ipaam 1 ЕЕ 


0 1 oJ 5d 
任意 常数 . 
1 m 
b=—2a=0 BH E— l 为 基础 解 系 , |1| ,为 任意 常数 
1 uj 


(3) a=b#0 Bf ,2 4,5 — 2430 时 ,1 Ф. 


i'd 1] 
17. а=5,6=6. P2|-1 0 一 2|. 
0 1 3l 
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| S 11] 
1 | z | 

18. (1) 0, (2) Р! 0 0 | £r iiri tri 
-4$ 1 Z. 
br 2) 


19. сези 0,9,4. 代表 梯 加 杜 面 
20. A [at ym amy .提示 :| FU | а). 


45 2 "Laid L1 Odla. 
[ЕН 0 
а 1 od Lo 
四 、 证 明 提 示 
4. A=P'P.B=Q'Q.AB=Q`-'(PQ')'(PQ')Q. 
а T 
a; 1 Р i 
9. P' AP = . а=Р |.|. P^! (a, Aa, Ata, ++. A'a) = 
Я h] 
1а ant 
ji 
poU < | жур Vandermonde FIZ - 


1 a <= а 


19. id P Poe PLA 的 n 个 标准 正 交 的 特征 向 量 ,P= OP Pom Pa) 则 
А ky 


Р^\АР= м а ‚ РУВР= 
А, k. 
ГАА 


А, 
РЗАВР= Mh А ‚ Ak>0. 


由 忆 -: 一 已 知 (4B) = AB. 
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二 次 型 


子 空间 


分 块 ( 矩 ) 阵 

相 容 方程 组 

双 曲 柱 面 

双 叶 双 曲 面 

双 叶 旋转 双 曲 面 


IE CEPE 
正 交 向 量 
正定 的 
平面 
主 对 角 线 
主子 式 
代数 余子 式 


行 矩阵 

行 向 量 
行列 式 的 余子 式 
列 ( 矩 ) 阵 

列 向 量 

向 量 

内 积 

齐 次 方程 

向 量 积 

向 量 空间 


初等 ( 矩 ) 阵 


= 8 
quadratic form 

= B 
subspace 

画 


partitioned matrices 
consistent of equation 
hyperbolic cylinder | 
hyperboloid of two sheets 


hyperboloid of two sheets of revolution 


五 B 
orthogonal matrix 
orthogonal vectors 
positive definite 
plane 
principal diagonal 
principal minor 
algebraic cofactor 

A 
row matrix 
row vector 
cofactor of a determinant 
column matrix 
column vector 
vector 
inner product 
homogeneous eguation 
vector product 
vector space 

t 


elementary matrix 


(45) 
(109) 
(169) 
(173) 
(168) 


(102) 
(100) 
(162) 
(169) 
G) 
(164) 
ao 


Gm 
(88) 
ae 
(22) 
(88) 
ЕШ 


‹99) 


初等 变换 
伴随 ( 矩 ) 阵 
系数 ( 矩 ) 阵 
余子 式 
投影 

抛物 柱 面 


单位 向 量 
单位 ( 矩 ) 阵 
线性 代数 
线性 组 合 
线性 相关 
线性 空间 
线性 变换 
线性 空间 的 基 
线性 无 关 
实 对 称 矩阵 
单 叶 双 曲 面 
单 叶 旋转 双 曲面 


标准 正 交 基 
标准 型 
相似 矩阵 
WER 


特征 方程 
特征 多 项 式 
特 解 

圆锥 面 
矩阵 的 对 角 化 
和 矩阵 的 元 ( 素 ) 
和 矩阵 的 秩 
ж 

矩阵 特征 值 
矩阵 乘法 


虚 椭 球面 
维 数 
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elementary operation 
adjoint matrix 
coefficient matrix 
complement minor 
project 
parabolic cylinder 

^ а 
vector oÍ unit length 
identity matrix 
linear algebra 
linear combination 
linear dependence 
linear space 
linear transform 
base oí a linear space 
linear independence 
real symmetric matrix 


hyperboloid of one sheet 


hyperboloid of one sheet of revolution 


л а 
orthonormal basis 
canonical form 
similar matrices 
inverse matrix 

+ 
characteristic equation 
characteristic polynomial 
particular solution 
circular conical surface 
diagonalization of matrix 
element of matrix 
rank of matrix 
matrix 
matrix eigenvalues 
matrix multiplication 

十 一 а 
imaginary ellipsoid 


dimensionality 


(35) 
(31) 
(109) 
(10) 
(61) 
(167) 


(99) 
(22) 
(21) 
(84) 
(81) 
(141) 
(145) 
(143) 
(84) 
(G7) 
(172) 
(168) 


(100) 
(156) 
(130) 

(30) 


(127) 
(127) 
(114) 
(168) 
(130 
(QD 
(38) 
(21) 
(126) 
ор 


(176) 
(94) 


混合 积 
基础 解 系 


椭圆 柱 面 
椭 贺 抛物 面 


增 广 ( 矩 ) 阵 


parallelepipeda! product 
fundamental system of solutions 
十 二 B 
elliptic cylinder 
elliptic paraboloid 
+ 五 画 


augmented matrix 


(64) 
a2) 


(109) 
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